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Mechanika kwantowa

Wiele eksperymentoéw przeprowadzonych na poczatku XX wieku ujawnito,
ze prawa rzgdzgce ruchem atomow i elektrondw znacznie roznig sie od
praw mechaniki klasycznej do ktorej jestesmy przyzwyczajeni.

Powstata nowa gatgz fizyki — mechanika kwantowa, opisujgca mechanike
zjawisk mikroswiata, charakteryzujgca sie spojnoscig | elegancja.

Poczatkiem nowej teorii — mechaniki kwantowe] stato sie wprowadzenie
do fizyki pojecia kwantu i przyjecie dualizmu korpuskularno-falowego:

= Z jednej strony ruch czgstek masywnych w uktadach mikroskopowych odbywa
sie zgodnie z zasadami charakteryzujgcymi ruch falowy,

= z drugiej strony fale elektromagnetyczne opisywane sg jak porcje energii —
fotony obdarzone pedem.

Zatem potrzebny byt opis zachowania sie elektronu 1 fotonu ujmujgcy
wszystkie cechy materii | promieniowania:

Mechanika kwantowa to dziat mechaniki zajmujgcy sie ruchem
mikroczgstek, ktorych stan opisany jest funkcjg falowg bedacg rozwigzaniem

rownania Schrodingera .



E. Schrodinger (1923) — rownanie falowe materii
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M. Born (1926) — probabilistyczna interpretacja fali materii,
PdV = |¥Y|?dxdydz gdzie |¥|?=V¥ - -¥*
W. Heisenberg (1927) — zasada nieoznaczonosci

Ax-Ap=Z  AE-At=7,

Zasada przyczynowosci

- stan poczatkowy ruchu punktu materialnego

okresla jedynie prawdopodobienstwo potozenia w chwilach pozniejszych.

W ogolnosci jezeli potencjat U=U(x,y,z,t) zalezy od czasu rownanie to dla 3-wymiarow
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przyjmuje postac P 12
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najprostszy zapis rownania Schrodingera



rownania Newtona — fale dzwiekowe i fale w strunach
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a_y — 2 a_y y(x,t) = Asin (wt — kx) = Asin [7 (vt — x)]
ot? 0x?2
rownania Maxwella — fale swietlne
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rownanie Schrodingera — fale materii (funkcja falowa)

E¥= HY

Wiasciwosci fal ,,klasycznych”

fale harmoniczne opisane funkcjg sinus lub cosinus

powierzchnia falowa (czoto fali) — zbior punktéw o takiej samej fazie

linie prostopadte do powierzchni falowej to promien fali, wskazujg kierunek
propagacji

zasada superpozycji: jesli w osrodku propagujg sie dwie fale, to wypadkowe
zaburzenie osrodka jest rowne sumie zaburzen wywotanych przez poszczegodlne
fale

dowolny ruch falowy mozna przedstawi¢ jako superpozycje fal harmonicznych s
analiza Fouriera



Rozwazmy dwie fale harmoniczne o nieco réznych czestosciach dw << w
v =4, sin((a) + dw)t — (k + dk)x) y, = A, sin((w —dw)t — (k — dk)x)
y=vy;+7y, =2A,cos(dw -t —dk - x) - sin(wt — kx)
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W wyniku superpozycji dwdch fal otrzymaliSmy fale harmoniczng o czestosci nosnej o
I modulowanej amplitudzie przenoszonej z predkoscig grupowa v,
dw -t —dk - x = const dx do
dw-dt—dk-dx=0 9 dt dk

Korzystajgc z szeregu Fouriera dodajgc wiekszg liczbe fal o czestosciach bliskich o,
uzyskuje sie sttumienie bocznych dudnien. Ponizej wykres dla sumy 5 fal.

- predkosc¢ grupowa

Przy sumowaniu nieskonczonej liczby fal o czestosciach bliskich o, i amplitudach
opisanych funkcjg Gaussa otrzymujemy pojedynczg tzw. paczke falows.
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Zatem skonczone ciggi falowe w praktyce wystepujg w postaci paczek falowych,
ktore to majg nastepujgce cechy:

1. paczka falowa powstaje w wyniku superpozycji fal harmonicznych o czestosciach
Z przedziatu Ao i amplitudach opisanych funkcjg Gaussa

2. iIm mniejsze Ao tym bardziej paczka falowa rozmyta jest w czasie

3. paczka falowa rozchodzi sie z predkoscig grupowg
dx dw
v

97 dt ~ dk

4. danej paczce falowej mozna przyporzgdkowac¢ odpowiednie pasmo liczb falowych
Ak (tak jak pojedynczej fali liczbe falowg k)
A dk X Ao 11
- \dw @ = v _vg-At_Ax

g

5. w paczce falowej zachodzi zaleznos¢ pomiedzy predkoscig fazowg oraz
predkoscig grupowg
dv

vg=v—)lﬁ

6. Fale harmoniczng mozna przedstawic rowniez w zapisie zespolonym:
U(x, t) = Aoei(a)t—kx) — Aoeiwte—ikx

sens fizyczny ma tylko czes¢ rzeczywista zespolonej reprezentaciji fali /



Funkcja falowa - rozwigzanie rownania Schrodingera
E¥Y=HY

= Na bazie dualizmu korpuskularno-falowego przypisywalismy czgstkom wiasnosci
falowe podajgc dtugosc¢ fali materii de Broglie'a stowarzyszonej z dang czagstka.

= Tym samym za Erwinem Schrodingerem reprezentowac tg fale bedzie szczegdine
rozwigzanie jego réwnania, ktore nazwiemy funkcjg falowg .

= Ze wzgledu na fakt, iz rownanie Schrodingera okreslone jest w dziedzinie
zespolone] (z lewej strony wystepuje ,i"), to | jego rozwigzanie bedzie
reprezentowane przez funkcje zespolong (na razie nie wiemy jakg) — wiemy tylko,
ze zespolona funkcja falowa ¥ (x,y,z,t) jest ogolnie funkcjg wspoétrzednych i czasu.
= Jednakze za Bornem (1926) nastepuje probabilistyczna interpretacja fal materii
PdV = |¥|?dxdydz gdzie |¥|? =¥ -¥*

Zatem warunki formalne na funkcje falowg ¥

* unormowania tzn. pdp catkowite = 1 J|’1U|2 av =1
4

* jednoznacznosci, ciggtosci wraz z pierwszg pochodng i ograniczonosci || < «

- zasada superpozycji ¥ = ¥, + ¥, 3



Wilasciwosci funkciji falowej

ktora z nizej przedstawionych funkciji spetnia wtasciwosci funkcji falowej ?
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(a) (b)

¥() w /X fi g ()

(c) (d)

Funkcja falowa 'V nie stanowi bezposrednio obserwowane] wielkosci. Fale
klasyczne 1 fale odpowiadajgce czgstkom podlegajg rownaniom matematycz-
nym tego samego typu. Lecz w przypadku klasycznym amplituda fali_jest
bezposrednio obserwowana, a dla funkcji falowej ¥ "nie jest obserwowana.’




Jaka jest postac funkcji falowej? —

_ h2m hk
2mA, 2m°

Z hipotezy de Broglie’a: po = h/2, Po p, = hk,

Funkcja falowa czgstki o pedzie p, poruszajgcej sie wzdtuz osi x, odpowiada
rownaniu fali o dtugosci ), i wektorze falowym K

Y = Acos(k,x — wt) |W]* = A% cos?(kox — wt)

Rzeczywista postac¢ funkcji falowej jest niewtasciwa bo istniatyby punkty, gdzie nie
mozna czgstki zaobserwowac. Lepsza jest postac zespolona.

W — Aei(kox—wt) |LIJ|2 — PrY = (Ae—i(kox—a)t))(Aei(kox—wt)) — AZ

Zatem jezeli ped czgstki posiada okreslong wartos¢, to czgstke mozna znalezC z
jednakowym prawdopodobienstwem w dowolnym punkcie przestrzeni. Inaczej
mowigc, jezeli ped czgstki jest doktadnie znany, to nic nie wiemy o jej miejscu
potozenia. 10




Rownanie Schrodingera dla czastki swobodnej
E¥Y= HY

W sytuacjach stacjonarnych, gdy potencjat nie zmienia sie w czasie, zmienne
przestrzenne i czas mozna odseparowac i zapisac¢ funkcje falowg w postaci:

Y(x,y,zt) =¥(x,y, z)e @t

Postaé przestrzennej funkcji falowej, dla przypadku jednowymiarowego, wyznacza-
my z tzw. stacjonarnego jednowymiarowego rownania Schrodingera:

d*y 2m

dxz =z E U@

m, E — masa i catkowita energia mechaniczna czgstki, U(x) — energia potencjalna w danym obszarze

d>y 2m . ’Zm _p? tylko
U(X) =0 ‘ W = _?ELIJ O0zZnaczajac k = ﬁE E = m kinetyczna
d*y

N —k*¥ ktérego rozwigzaniem jest ~ W(x) = Ae'* + Be k¥

przyjmujgc B=0 (czgstka porusza sie w kierunku dodatnich x)

. . _|2Zm _ 2Zmp* p 2m 2m_  h

funkcjg falowg czgstki swobodnej jest fala ptaska o dtugosci A okresloneji:
zaleznoscig de Broglie’a



Czastka jako paczka falowa

Jezeli jednak chcemy czgstke zlokalizowa¢ w okreslonym obszarze w przestrzeni
np. w przedziale o szerokosci Ax, powinnismy interpretowac jg jako paczke falowa.
Z matematycznego i fizycznego punktu widzenia mozna paczke falowa traktowac
jako zaburzenie typu falowego utworzone wskutek oddziatywania naktadajgcych sie
fal (funkcji falowych materii). Szerokosc paczki falowej zalezy od szerokosci widma
fal sktadowych — im wiecej fal o réznych czestotliwosciach (dtugosciach, wektorach
falowych) ulegnie interferencji, tym wezszg paczke falowg one utworzg.

Fale ptaskie o roznych diugosciach Paczka falowa

Y=Y, +¥ +¥;+ ¥, + ¥
.,\,;fi}s, [\ A

AN T

Szerokos¢ paczki falowej (takze materii) Ax zalezy od szerokosci widma AL fal sktadowych.

. i



Predkosc¢ grupowa paczki falowej materii

Klasycznie:
— 2 hk)?
ngd—w ic P E=§—m hw=(2nz
dk hw =E
dw _hk dw hk p b =
dk m o=k " m m_ Y s

Paczka falowa przemieszcza sie z predkoscig rowng predkosci czgstKki

W przypadku duzych predkosci rozwazania relatywistyczne dajg ten sam wynik:
E* = E§ + p*c?
rézniczkujgc obie strony rownania

2EdE = 2pcidp

v

_dw dE , D , mv
9 dk dp 8

=C = C _2:17
mc
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Superpozycja fal monochromatycznych

Rzeczywista paczka falowa powstaje w wyniku superpozycji nieskonczenie wielu fal
o roznych dtugosciach (wektorach falowych), ktérym odpowiadajg r6zne wartosci
pedu p = ik Stad sumowanie zastepujemy catkowaniem.

oo

X2
Y = exp (— 402> exp(ik,x) = j B(k) exp(ikx) dk

X

wspotczynniki Fouriera

Amplitudy tych fal B(k), zwane wspotczynnikami N
Fouriera, posiadajg rowniez postac funkcji Gaussa B(k)

wokot wartosci k, odpowiadajgcej pedowi elektronu p,

B(K) -~k

v

Pomiedzy funkcjg falowag
Y (x), a wspotczynnikami
Fouriera B(k) istnieje

x  Scisty zwigzek
14

AX

A



Re(¥)

Paczkil falowe materii

Dla czgstki znajdujgcej sie w chwili t=0 w okreslonym
obszarze przestrzeni kwadrat modutu funkcji falowej A /\ /\ .~

przyjmuje postac funkcji Gaussa ~ = X
: \J v \/ Y
2
ke

X
Y(x,0) = Aexp <— 1 2) exp(ik,x)
o

X

X2
|W|? = A% exp <— 2>
20y

NieoznaczonosC potozenia czgstki oznacza, ze
potozenie czgstki opisanej dang paczkg falowa
bedziemy okreslac rozktadem gestosci prawdo- \ ]
podobienstwa czyli odchyleniem standardowym
o, otrzymanej funkcji Gaussa. Ax = 20

Znalezienie czgstki w punkcie x jest zdarzeniem losowym obarczonym niepewnoscig
AX. Jezeli z czgstkg zwigzana jest fala o dtugosci A, to niepewnosc okreslenia
potozenia czgstki jest rzedu potowy dtugosci tej fali: Ax~A1/2.

Wowczas: Ax = % = {/1 — %} — %, gdzie p = mv jest pedem czastki.

Zakfadajac, ze nieokreslonosc pedu jest tego samego rzedu co ped, mamy Ap = p = mu.

Stad Ax - Ap = % lub Scislej, w realnym scenariuszu: Ax - Ap > g



Szczegotowg analize tego problemu przeprowadzit W. Heisenberg w 1927r. wskazujgc,
ze rzeczywiste ograniczenie niepewnosci pomiaru pedu i potozeni jest nieco mniejsze

wynoszace: Ax- Ap = % czyli Ix- dp> h
-2
B(K) j“\ B(K) j‘(\
K, k K, k

N ,%K
2 N% X
A, «—VAX

P
<« »

Czym szerszy zakres k odpowiadajgcy wiekszemu rozrzutowi Ap,, tym paczka falowa
jest przestrzennie wezsza (mniejsze Ax)

1 Ap = hAk h

A T = AxNE to AX = oo
niemozliwe jest jednoczesne doktadne okreslenie wartosci czastka jest
wspotrzednej i pedu czastki Ax - Ap, =~ h swobodna *°

gdy 4p =0,



To ograniczenie obowigzuje takze dla innych par wielkosci fizycznych. Przy okreslaniu
energii czagstki E podczas pomiaru trwajgcego At mamy:

gdzie AE jest niepewnoscig pomiaru energii czgstki.

Dyfrakcja elektronu
na dwoch szczelin.

Elektron jako
paczka falowa
przechodzi
jednoczesnie
przez dwie
szczeliny

| interferuje
ze soba.







