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29. Rownanie Schrodingera

Przykiady rozwigzania rownania Schrodingera:

» czgstka swobodna,

« czagstka w studni potencjatu,

- czagstka przechodzgca przez bariera potencjatu,
« efekt tunelowy.
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Rownanie Schrodingera dla
czastki swobodnej

Na poprzednim wyktadzie pokazalismy, ze w przypadku czgstki swobodnej, gdy nie dziatajg
na nig zadne sity, tzn. potencjat U(x) = 0 to rownanie Schrodingera przyjmuje postacé:

d?y 2m d2y 2m 2m
- _Z T r— =)y - 2" — 2 k = /—E
T 2 [E —UX)]¥ T P EWY k2y 2

jego rozwigzaniem jest Y(x) = Ae'*™ 4 Be~tkx
przyjmujgc ze czgstka porusza sie w kierunku dodatnich x (B=0), rownanie zalezne od czasu
LIJ(X, t) _ Lp(x)e—iwt — Aei(kx—wt) |1P|2 — Py — (Ae—i(kx—a)t))(Aei(kx—wt)) — A2
przedstawia fale rozchodzacg sie w kierunku x o wektorze falowym k i dtugosci 1

P h Czyli fun!«:.ja falowg ’czqst.ki swobod’ngj jest fala pigska
k:ﬁ /1=E o dtugosci A okreslonej zaleznoscig de Broglie’a.

Co bedzie gdy czgstka nie bedzie swobodna.



Czastka w studni potencjatu

Wykorzystamy  rownanie  Schrodingera do  opisu  czgstki  zamknietej
w jednowymiarowym pudetku (tzw. studni potencjatu). Ten szczegdlny przypadek
rozwaza zachowanie sie czgstek w stanach zwigzanych, wprowadza pojecie
kwantyzacji energii czgstki i pozwala na zrozumienie budowy atomow i ciata statego.

! Zatdézmy, ze czgstka o masie m (np. elektron), moze sie
poruszac¢ wylagcznie wzdtuz osi x, zas jej przemieszczanie
sie jest ograniczone do obszaru miedzy scianami (x = O
| X = L). Pomiedzy Scianami (x € (0, L)) czgstka porusza
sie swobodnie. Taki ukfad nazwiemy nieskonczenie
U=0 gtebokg studnig kwantowg (jamag potencjatu).

x¥

Wartosci potencjatu w studni mozna zapisa¢ w postaci:
Ulx)=0 dlaxe€(0,L)
U(x) = o dla wszystkich innych x.

Poniewaz czgstka nie moze wydostac sie na zewnagtrz studni potencjatu jej funkcja
falowa Y¥(x), a tym samym prawdopodobienstwo pojawienia sie poza studnig wynosi 0.

P(x)
P(x)

0 dla x € (—, 0)
0 dla x € (L, )



Rownanie Schrodingera dla b
nieskonczonej studni potencjatu

E @

U=00

W jednowymiarowej nieskonczenie wysokiej studni potencjatu 0 u=0 L

czastka moze znajdowac sie tylko w obszarze 0 < x < L, stad
warunki brzegowe dla funkcji falowe]

YO0)=¥L)=0

Réwnanie Schrddingera przy uwzglednieniu U(x) = 0 wewnatrz studni

d*¥y 2m , 2m
Ity [E —U(x)]¥Y Ooznaczajgc k = ?E

jest postaci:

d?y | |
dxz ~ _quJ I jego rOZWiaZanie LIJ(x) = Aelkx S8 Be—lkx

funkcja W (x) moze reprezentowac fale (czgstke) biegngcg w prawo lub w lewo
| znikajgcg w punkcie x =0 oraz x = L

v



Rownanie Schrodingera dla

nieskonczonej studni potencjatu

W(x) = Ae'* ™ 4 Be~tkx A J2m
k = E
h2 W
spetniajgc warunki brzegowe:
Y0)=0 A+B=0 _ _ Wy
. : A(etkl — g7kl = 0
Y(L) =0 Ae™ + Be ™ =0
Tlh? ¥
sin(kL) = 0 kL = nm ‘ E, = n? o
. m
gdzien=1,2,3 ... Energia jest

skwantowana ‘.

W(x) = Ae’™ — Ae ¥ = 24i sin(kx)
C = 2Ai
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indeks n oznacza, ze funkcja falowa przypisana jest do n-tego poziomu energetycznego



Rownanie Schrodingera dla
nieskonczonej studni potencjatu

Petna postac funkc;ji falowe;: W(x, t) = W(x)e @t
nm
kn — T
W (x,t) = Csin(k,x) -e”'@nt  gdzie -
n
W, = —
T2H2 " h
_ 2
=1 iz

wartosci energii E, nazywamy wartosciami wiasnymi
odpowiadajgce im funkcje falowe ¥, — funkcjami wtasnymi

kwadrat modutu funkcji falowej okresla prawdopodobienstwo
potozenia elektronu wewnatrz studni potencjatu

dla stanu 1 najwieksze prawdopodobienstwo potozenia
elektronu jest w srodku studni

dla duzych wartosci n rozktad prawdopodobienstwa staje sie
rownomierny i zgodny z przewidywaniami fizyki klasycznej
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WhniosKki

energia jest skwantowana, czastki mogg zajmowac pewne poziomy energetyczne
(n — liczba kwantowa)

h
kwantyzacji podlega rowniez ped elektronu pn = hk, = n—-
czastka nie moze posiadac energii zerowej — wynika z zasady nieoznaczonosci
2
b
AxAp = h Ax = L Ap = h/L E_ﬂ>0
statg C wyznaczamy z warunku unormowania
L L L I
LW 1B 2 ) E _ j i 2 E N\ —
J‘P ‘de—ICIfsm(Lx)dx—l Sln(Lx)dx >
0 0 0
oL 2 mmm
C 521 C = Z/L \I—’n(x): ZSIH(TX)

dla obiektow klasycznych poszczegolne poziomy sg tak bliskie, ze prawie
nierozréoznialne



Elektron w skonczonej
studni potencjatu

studnia potencjatu o gtebokosci U

U
| d*y
dx?
U(I) ’ . I — I P 1
U rownanie S0 0 50 100 150
0 Schrodingera x [pm]
rozwigzujemy dla
trzech obszarow B - energa
nicskwantowana
—21 0 X L
0 L
450 - —wierzcholek
— | studmi
?
wyniki zblizone jak dla nieskonczonej studni, lecz: ‘s
&) L
- fale materii wnikajg w $ciany studni 2 By =280eV
 energie dla kazdego stanu sg mniejsze niz w « i
« elektron o energii wiekszej od U, nie jest zlokalizowany, - Ey=109eV
jego energia nie jest skwantowana PRPYIRY
] =




Barierapotencjatu

Przyktad klasyczny: W celu zobrazowania zjawiska tunelowania rozwazmy
przypadek kulki toczgcej sie po powierzchni z energig kinetyczng 100 J.
W pewnym momencie kulka napotyka wzniesienie. Energia potencjalna kulki
na szczycie wzniesienia wynosi 10 J. A zatem kulka o energii kinetycznej
rownej 100 J z tatwoscig wtoczy sie na szczyt wzniesienia i bedzie
kontynuowata swoj ruch. W mechanice klasycznej prawdopodobienstwo
pokonania wzniesienia przez kulke wynosi doktadnie 1, co oznacza, ze
kulka mija wzniesienie i na pewno nie zawroci.

Jezeli jednak napotkataby przeszkode o wiekszej wysokosci, takg, ze do jej
pokonania niezbedna bytaby energia 200 J, wowczas kulka podtoczytaby sie
jedynie do pewnej wysokosci, a nastepnie zatrzymata i stoczyta z powrotem.
Energia bariery znacznie przewyzsza je] energie catkowita.
Prawdopodobienstwo pokonania przeszkody wynositoby w tym przypadku O.

A jak to wyglada z punktu widzenia mechaniki kwantowej?

Ekv+ >

10



Bariera potencjatu
(czastka nad barierg)

ruch czgstek w obszarze w ktérym bariera potencjatu zmienia sie skokowo

UGx) = {o dla x<0

U, dlax>0
@
dijl 2m
dxz + hz Elpl = 0

Y, (x) = Aje*1* 4+ B e X

U (X) A
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E>U, @
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2m diji
~+ hz (E - UO)LIJZ — O dxz

2m
k, = \/? (E-U,)

d*¥,
dx?

+ kiYW, =0

Lpz(x) = Azeikzx + Bze_ikzx ~ Azeikzx

B, = 0, bo nie ma fali odbitej

ki —k
z warunkow ¥, (0) = ¥,(0) Ay +By =4, = kl k2
brzegowych N
dlax =0 o — a¥, ki(A; — By) = kA 2
dx | _ dx | _ Lt o 42 =y
|x=0 |x=0




Wspoiczynnik transmisji T i odbicia R

ky — ks
ki + ky

2k,

— ikix

ikzx

e

wspotczynnik transmisji T to stosunek
gestosc¢ strumienia czgstek
przechodzgcych do padajgcych,

wspotczynnik odbicia R to stosunek
odbitych do padajgcych

5 _P1 ke 5
T — v, |4, W= =, R = v1|By]

~ | 2 - [ 2
vllAll - pz \ hkz vl|A1|

(YT
2

T N k2 2k1 2 2 4k1k2 R _ <k1 V4 k2>

ki \ki +k; (k1 + k3)? ky + k2
2
S ki —k, N 4k k, _ (k#+k2 — 2k k,) + 4k k, 1Y A
ki + ks (k1 + k3)? (k1 + k3)?

podejscie falowe — fala swietlna odbija sie od granicy dwoch osrodkéw

klasycznie — niemozliwe, czgstka nie odbije sie lecgc nad siatkg



. . U(X) A
Bariera potencjatu
(czastka ponizej bariery) @ u=o Yo le
o > \'?
d*y, 2
2+ (= Up)¥, =0 E<U, ;

dx? 0 X
W obszarze @ rozwigzanie sig nie zmienia, W, (x) = A,e’*1* + B e k1%
natomiast w obszarze @ E < U, i rozwigzanie opisane jest funkcjg
wyktadnicza.

dzlpz 2m 2m quJZ 2 \__
= 57 Wo —E) ¥, =0 X=jﬁ(Uo—E) T2 X F2a=0
W, (x) = A,eX* + B,e X% Z warunku ograniczonosci 'V, wynika A, =0

l'pz (x) — Bze_Xx

o A _ BiBj
z warunkow Ay +B1 =B, 1 ky +iy * R = ALA =
brzegowych 2
dlax=0 iki(Ay —By) = —xB, B, = L4, catkowite odbicie
ki+iyx

fala wchodzgca do obszaru drugiego jest wyktadniczo ttumiona i gestosc
prawdopodobienstwa jest proporcjonalna do exp(—2y x)



Bariera potencjatu
E>U, E<U,

A
¥(x)

E>U,

Czastka odbija sie od bariery niezaleznie jakg posiada energie
W przypadku gdy E < U, czgstka czeSciowo wnika w obszar bariery ale

nastepnie powraca (nastepuje catkowite odbicie czgstki R = 1)



uX) |
Bariera potencjatu o @’uo
skonczonej szerokosci uv-o | vy, | u=o

. : 0 L X
0 dla <0 Dla obszarow 1 3
Ulx) =<4U, dla 0<x<L d’¥Y 2m 2m
Y, = Ae** 4 B e kX Dla obszaru 2
- d’¥Y 2m 2m
> xx xx = |— -
¥, = Ae " + Be 051/ 7 (U, —E)¥ =0 X —th Uy — E)
W, = Ase'™ B, =0 bo brak fali odbitej
Wspotczynnik transmisji bariery jest rowny w przyblizeniu
v3 A3AS  A3AS _2L -
_ Uzdsflz _ 4343 T ~ p-22L czyli T ~ e T 2m(U,—E)

v, A AL ALAL

Ze wzgledu na wyktadniczg postac¢ wartosc T jest bardzo czuta na trzy zmienne:
mase czgstki m, szerokos¢ bariery L i roznice energii U _-E



Efekt tunelowy - przenikanie czastki
przez bariere potencjatu

_2L
T ~e h

\.B:
I

1

J2m(Uy—E)

Y(x)
A

prawdopodobienstwo przejscia
przez bariere potencjatu zalezy
odLiU,

szybko maleje ze wzrostem jej
szerokosci i WysoKoscCi

wg. mechaniki klasycznej
przenikanie przez bariere jest
niemozliwe

energia czgstki, w odréznieniu
od studni potencjatu nie jest
skwantowana




Bariera potencjatu
o skonczonej szerokosci

klasyczna kwantowa



Przyktady efektu tunelowego

= Dioda tunelowa (efekt tunelowy w ztgczu p-n)
Nagroda Nobla 1973r

= Esaki - tunelowanie w potprzewodnikach
np. diody tunelowe

= Glaever - tunelowanie w nadprzewodnikach

= Josephson — ztgcze Josephsona, szybki przetgcznik
kwantowy

= Skaningowy Mikroskop Tunelowy
= Binning | Rohrer Nagroda Nobla 1986r



Dioda
tunelowa

Charakterystyka
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Skaningowy Mikroskop Tunelowy (STM)

Tunelowanie elektrondw przy powierzchni metali jest podstawg fizyczng dziatania
skaningowego mikroskopu tunelowego (ang. scanning tunneling microscope, STM),
wynalezionego w 1981 roku przez Binniga i Rohrera.

y
STM sktada sie z: FC IR BN

» sondy skanujgcej (np. igta wykonana z wolframu, platyny z irydem lub ziota),
» stolika piezoelektrycznego, odpowiedzialnego za pozycjonowanie sondy

<i»

» komputera, na ktbrym mozna oglagdac¢ otrzymany obraz. | . __

ruch ostrza

ostrze ~—_ G
U i specimen
prad tunelow e
“ . -~
f > Do badanej probki przytozone jest state napiecie,
probka = a podczas ruchu sondy nad powierzchnig probki
rejestrowany jest prad tunelowy dla kolejnych

potozenie potozen iglty wzgledem probki. Natezenie pradu

ostrza zalezy od prawdopodobienstwa tunelowania
elektrondw z powierzchni probki do igty, co z kolei
jest uwarunkowane wysokoscig sondy nad probka.



Skaningowy Mikroskop Tunelowy (STM)

Natezenie prgdu w konkretnym punkcie (x, y) dostarcza informacji na temat chwilowej
wysokosci sondy nad probkg. W ten sposdb moze powsta¢ niezwykle doktadna mapa
powierzchni probki. Obrazy otrzymane za pomocg STM sg przetwarzane i wyswietlane
na ekranie komputera. Obraz STM pozwala wyznaczy¢ topografie powierzchni probek
roznych materiatow i wskazac, na ile jest ptaska, a na ile pagorkowata.

!\‘.’ “ : y ih "
....‘.“‘\‘Q‘.‘....‘.‘l.g.‘“....

]‘.'Q".“x]“"\\\“ii]‘iii

Obraz nanorurki weglowej otrzymany za
pomocg STM. Obrazy otrzymane za
pomocg STM sg w skali odcieni szarosci,
kolor dodaje sie podczas obrobki.

Badania prowadzone przy uzyciu mikroskopu tunelowego majg bardzo duzg
rozdzielczos¢: 0,00lnm, co stanowi 1% sSredniego promienia atomu.
W ten spos6b mozemy obserwowac pojedyncze atomy na powierzchni probki.



Podsumowanie

Czastka swobodna — energia dowolna, fala ptaska
Czastka w studni potencjatlu — kwantowanie energii
Efekt tunelowy — przejscie czgstki przez bariere potencjatu

Przykiady — dioda tunelowa, skaningowy mikroskop tunelowy



Dziekuje za uwage
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