Prosze o uwage




4. Ruch krzywoliniowy

* opis ruchu 3D,

» parametryczne rownanie toru ruchu,

* potozenie, predkosc | przemieszczenie,

* przyspieszenie styczne I normalne do toru ruchu,
* rzut poziomy i ukosny,

» wielkosci opisujgce ruch po okregu.
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Ruch w trzech wymiarach

N

potozenie czgstki — podanie
wspotrzednych czgstki (wektor potozenia)

F=(y2)=x1+y-J+z-k

v

F,=(2,3,25) 75 =(1,4,2)

= ruch — zmiana potozenia wzgledem uktadu
odniesienia

droga s — odlegtos¢ _ _ o ]
pomiedzy potozeniem = tor (trajektoria) czgstki — linia ktorg
poczatkowym i koncowym zakresla poruszajgca sie czgstka
mierzona wzdtuz toru

-

przemieszczenie

/'[OI‘

- przemieszczenie A7 =774

Ar=(1-2,4-3,2-25)=(-1,1,-0.5))



Predkos¢

czastka porusza sie po krzywoliniowym torze z punktu A do B

w czasie At przebywajac droge As

= predkosc¢ srednia

L A7

(U)=A—t
= predkosc¢ chwilowa
. AP adr
V=AM ar T @
r=x-1+y-jJ+z
L dr dx, dy,
YT T at T add

r(t+ At) =7 + A7

[
»

X

-

U =00+ vy] + v,k U = (vy, vy, 1)

- wartos¢ liczbowa predkosci chwilowej jest rowna dtugosci wektora v

v=\/vf+v§+vzz

lub pochodnej drogi
wzgledem czasu

i As ds
VT AS0AE  dt

= wektor predkosci jest styczny do toru ruchu v = vi, , i; wektor jednostkowy



Przyspieszenie styczne | normalne

OkresImy jakim zmianom w czasie podlega wektor predkosci v

. . . d ) dv { di,
V=" d=—®l,) =—1; +—v
‘ de Y dt ' dt vt
d=d,+d, “_»___tor
dv przyspieszenie styczne i, \
= ar szybko$é zmiany wartosci v
7(t)
di, p2  przyspieszenie normalne >
a, = EU = ) szybkos¢ zmiany kierunku ruchu
(R — promien krzywizny)
Przykiad: = (3t2,4t?) v = (6t, 8t) d = (6, 8)
dv
v = 2V9t2 + 16t2 = 10t ag =—-=10 a=2v9+16 =10

Co to oznacza, ze a; =a ?



Ruch w dwoch wymiarach

Zaznaczajac, ze wektor potozenia punktu zmienia sie w czasie
r(@) =x@®)-t+y@®)-J

to x(t), y(t), sg kinematycznymi rownaniami ruchu.

Eliminujac z tych rownan czas otrzymamy rownanie toru.

Potozenie w funkcji czasu y
[km]
2 1 16| = Vg =
7 — Vg = 4
1,5 - — Vg =6
1 1.2+ — Vg = 8
E — Vp = 10
X 05-
2 t 08
c 0 -
]
S —05- \
° ' 0.4}
a
~1,5 00 . : , , .
) 0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 24X [km]
e ! ! ! [ | |

c 10 20 30 40 50 60 Krzywe balistyczne przy takim samym kacie wystrzatu

Czas (min) i masie, lecz réznych predkosciach poczatkowych.

Tor ruchu ciata - miejsce geometryczne kolejnych potozen ciata.




Rzut poziomy

Rzutem poziomym nazywamy ruchu ciata rzuconego z okreslonej
wysokosci h w kierunku poziomym z predkoscia v,

Rzut poziomy jest ruchem ztozonym 2z dwodch ruchow prostoliniowych:
jednostajnego w kierunku poziomym z predkoscig poczatkowg v, oraz jednostajnie
przyspieszonego z predkoscig poczatkowa v, = 0 | przyspieszeniem ziemskim g
zwroconym ku srodkowi kuli ziemskiej (przeciwnie do kierunku osi OY).

ruch poziomy: x =v, - t, V, =,
. t?
ruch plonowy:y:h—g;, v,=—g-t
Czas t, po ktorym ciato upadnie na ziemie

wyznaczymy z warunku y = 0, a miejsce
upadku ciata z rownania x;, = v, - t,

; 2h 2h Rownanie toru ruchu y = h — %xz
= L X, = U i ;
\ g A przedstawia parabole

1 - —
T _>O ~+ 130t +EC_l>t2 F() — (O; h) Vo = (UO’O) a = (0' _g)



b Ymax _
I 4 // 7 X S
Rzut ukosny [ ’ N
Voy / \
! \
i \
° s/
Ve . . . VOX . - Xmax X
ruch z predkoscig poczatkowg Vv, i z przyspieszeniem ziemskim ¢
V=V, +at F=F0+\70t+§§t2

wektor predkosci poczatkowej mozemy przedstawi¢ w postaci sumy jego
sktadowych w kierunku poziomym x i pionowym vy

Vo = Voxl + Vo]  gdzie v,=v,c0s0, Vg, =VoSinG,

w rzucie ukosnym ruch czgstki w kierunku poziomym i kierunku pionowym
mozna traktowac jako niezalezne, ale zachodzgcy w tym samym czasie —
zaden z nich nie wptywa na drugi

ruch w poziomie: v,, = const. X =X, + Vy,t X,=0
ruch w pionie:a=-g y=y,+ Vgt - gt?/2 Yo=0
x x xz . r ]
t=— Y =Voy — 953 jest to réownanie toru ruchu - parabola
Vox Vox 2V

Ox



Rzut ukosny Vol 7 S

gx
2(v cos B,)?

rownanie toru: y = (tg0y)x — rownanie paraboli

predkos¢ w ruch w poziomie: v, = v, =V, C0S 6,

predkos¢ w ruchu w pionie: v, = v, — gt = vsind, — gt
> _ _ Vo Sin 6,
maksymalna wysokosc: vy, gdy v, = 0 czyli O = vysinf, —gt, — tw = P
2 2l a2 2 ~i A2 2 ~i 2
t, _VoSIN"G, VysIin“g, V,sSIn® g,
2 g 29 29

ymax = y(tw) = VO Singotw B g

poniewaz t =t to t.=2t,,

2v,Singy, _ v, sin2¢,

g g

zasieg rzutu: Xiax = X(tc) =V, C0S 6,




Strzelec i matpa

Strzelec celuje do kokosu ktory trzyma matpa siedzgca na drzewie.
W momencie wystrzatu matpa upuszcza kokos. Czy trafi do celu?

A

tor pocisku 2
bez grawitacji

-

R a—

1
Ypoc = (vo sin )t — Egtz

1 2
Ykoko = d - tgo, _Egt

spotkanie gdy X, =Xk,

T dtgd, Xpoc = (Vg cOs byt
7 .-~ tor pocisku J

vV - z grawitacj _ _
O,/ 9 12 Xkoko = d t =

A 0, Vo Cos 60,

X_,
. poniewaz
d
(v sinBy)t = (v, sinf,) =d - tgf,

WiQC ypoc:ykoko

Vg COS 6,
Pocisk zawsze trafi w kokos



Uktad biegunowy

v 1 = w przypadku analizy ruchu po okregu
wygodniej stosowac uktad biegunowy
vl — A poprzez podanie:
a - odlegtosci od $rodka uktadu r
. AN , - kata azymutalnego 6 w ptaszczyznie XY
X X
zwigzek pomiedzy wspotrzednymi 7= (r0) Py = (3’5)
uktadu kartezjanskiego i biegunowego ' 4
X =T7C0os Y X =3cos45° =3 - %—2,12
y =rsind y =3sin45° =3 = 2,12

=(2,12,2,12)



Ruch jednostajny po okregu

promien jest staty r = const, wartos¢ predkosci nie y
zmienia sie i jest ona styczna do toru (okregu) 5 lg 1
P
- - - - . X y
7 =xi+y/=r(cosfi+sinb]) sktadowe wyznaczone -
- - - . - - hd a/-
UV =1wl+vy,] = (—vsinf)i + (vcosB)] Z rysunku /< T
e \\

Ty
0=x/ | , ,
::9:;/:} = (=o2)i+ (v2); \LO :
a
v (vdy)n_(vdx)j v )?_I_(v )ﬁ

2

d
- vz - vz . - v - .
a=|——cosf|i+ —TSIDQ ]=—7(c0591+sm9j’)

2

2 2 2 2

ver v v %
> / _ 2 2 _ 2 - 2 — _
a=——- a= [a;+a; =—+/(cosB)*+ (sinh)= = a, =

- a2 + a2 = -/ (Cos 6% + (sin6)? = = =

W ruchu jednostajnym po okregu dziata przyspieszenie normalne (dosrodkowe) —
bo jest prostopadte do toru i skierowane do srodka okregu.




Skiadowa normalna przyspieszenia

Sktadowa normalna przyspieszenia jest odpowiedzialna za zmiane kierunku
wektora v

Ruch jednostajny wiec: |v,| = |v,| = v

- Aa
U Av = 2v sin—- ~ vAQ
Z podobienstwa Ay Ar
trojkgtow niebieskiego — =
| czerwonego
r
- Av v Ar v
a=a,= lim-—=-lim = —p

At—0 At T AteOE o

»2 1 skierowane jest zgodnie z
An =~  kierunkiem wektora Av
czyli do srodka okregu

a,||Av 13



Przyspieszenie dosrodkowe

Typowe wartosci przyspieszenia dosrodkowego

Obiekt

Przyspieszenie
dosrodkowe (m/s?)

Ziemia krgzgca wokot Stonca 5,93.103
Ksiezyc krgzgcy wokét Ziemi 2,73-103
Satelita na orbicie geostacjonarnej 0,233
Zewnetrzna krawedz ptyty CD 5,78
Odrzutowiec wykonujgcy ,beczke” 20-30 ~(2g9 - 30)
Kolejka gorska (roller coaster) 50 ~5¢g
Elektron w atomie wodoru wg. Bohra 9,0-10%2

Przyspieszenie ziemskie g = 9,81 m/s?
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Zmienne opisujqce ruch obrotowy

Jednostajny ruch obrotowy po okregu o promieniu r w uktadzie biegunowym:
0 — potozenie katowe — kat jaki zakreslit wektor potozenia czgstki wzgledem osi OX
s — dtugos¢ tuku zakreslonego przez czgstke s =86 -r

Katowi & mozna przypisac¢ wektor 0 prostopadty do ptaszczyzny xy, w ktorej lezg
wektor potozenia 7 i wektor dtugosci tuku s. Te trzy wektory zwigzane s3 relacja:

§=0x7 \ 1
do 0| w
o - predkos¢ katowa to szybko$¢ zmiany kgta w = I
| wektor w posiada ten sam kierunek co wektor 0 /
Jednostkg predkosci katowej jest [rad/s]. X Nz
Poniewaz 3 d(§ > 17) dé 1 S -
v = — = X7r v

dt dt dt
wiec v = w X a wartosci tych wektoréw wigze relacja v = w - r

Jezeli czgstka obracataby sie zgodnie z ruchem wskazowek zegara to wektory

6 i @ bylyby skierowane do dotu. =



Przyspieszenie kaqtowe

Jezeli ruch obrotowy nie bedzie jednostajny, to zmiana
predkosci kgtowej okresla chwilowe przyspieszenie kgtowe: o
. . . de

€ - przyspieszenie kgtowe ¢ = 7

Korzystajgc z definicji przyspieszenia liniowego:

. dv dlwxr) dw . dr
a = = = XTT+wX——
dt dt dt dt
— df — - — — - — - - - - - 2=
wxazwxvzwx(wxﬂ=a)-(a)-r)—r-(a)-w)=—a) r

otrzymujemy

A=EXT—w* T

\ \ B r2 rr

Przyspieszenie styczne i normalne (dosrodkowe)
czyli przyspieszenie kgtowe okresla przyspieszenie styczne
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Predkosc¢ katowa
| przyspieszenie katowe
Wektor przyspieszenia kgtowego jest, podobnie jak i @, rowniez

prostopadty do ptaszczyzny xy po ktérej porusza sie czgstka, a jego
zwrot zalezy od kierunku zmian predkosci kgtowej.

1 )

e

(a) Obrot w kierunku przeciwnym (b)) Obrét w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazowek zegara, do ruchu wskazdwek zegara,
predkosc¢ katowa rosnie predkosc¢ katowa maleje

W. Moebs, S. J. Ling, J. Sanny, Fizyka dla szkot wyzszych, t.1, openstax, Polska, 2018

W przypadku (a) ruch jest przyspieszony, w przypadku (b) opdzniony.

17



Przyktad — wirujace koto rowerowe

Mechanik rowerowy umieszcza rower w stojaku do napraw rowerdow i zaczyna
obracacC tylne koto. W czasie 5 s od poczagtku ruchu osigga ono predkosc¢
katowg wynoszacg 250 obrotdw na minute. Wyznacz w rad/s? sSrednie
przyspieszenie katowe. Po jakim czasie koto sie zatrzyma, jezeli mechanik
wcisnie hamulec, wytwarzajgc przyspieszenie katowe rowne -87,3 rad/s??

Rozwigzanie: Srednia warto$é przyspieszenia katowego:

(e) = Aw 250 obr/min  26,2rad/s & 24 rad/s?
E_At_ 5s \ 5s = S24rad/s
obr rad 1 min
bo Aw = 250 —— - 2m - = 26,2rad/s
min obr 60s

Predkosc katowa maleje od wartosci 26,2 rad/s do zera czyli Aw = —26,2 rad/s.

Aw / —26,2rad/s 0
(¢) —873rad/s

Przy rozpedzaniu kofa przyspieszenie jest mate i trzeba 5 sekund na rozpedzenie
kota, przy hamowaniu przyspieszenie jest wicksze i predkos¢ katowa szyhgiej
maleje do zera.

3s

At =



Przyktad — wirowka

Wirowka o promieniu 20 cm obracajgca sie w lewo zwalnia ze statym
przyspieszeniem katowym od maksymalnej predkosci obrotowej wynoszacej 10 000
obr/min i zatrzymuje sie po czasie 30 s. Jaka jest wartosc i kierunek catkowitego
przyspieszenia liniowego punktu potozonego na obrzezu wirowki w chwili t=29 s?

Rozwigzanie: Przyspieszenie kgtowe: ——ierumek ruchu
Aw 0-—10% -é—grad/s ,
= = = —349rad
: 30 s rad/s

rad
a,=r-£=02m- (—34,9 S—2> = —7m/s?

Predkosc¢ katowa w chwilit =29 s

A 21 rad rad
Ww=wy+e-t=10""- 60 s + —34,95—2 -29s =351rad/s
2 1ty2
(5 S m
ve=1r-w=02m-351rad/s =7m/s ag = = = 245 —
0,2m s2

m Wartosc przyspieszenia stycznego jest
— 2 2 _ 2 2/__ /
N \/ ¢ +dq = \/7 P S X znacznie mniejsza od dosrodkowego

W. Moebs, S. J. Ling, J. Sanny, Fizyka dla szkét wyzszych, t.1, openstax, Polska, 2018



Przemieszczenie katowe

Wyznaczmy zaleznosSc¢ przemieszczenia kgtowego A6 w zaleznosci od wartosci

przyspieszenia kagtowego ¢ i zmiany predkosci kgtowych « w ruchu jednostajnie
przyspieszonym:

1
AHZH—HO 0:00+w0t+§€t2
1
AG = w0t+zet2

Czas wyznaczamy z wyrazenia na predkosc katowg w = w, + ¢t

— w— 1 /fw—w
t:w ®o - AH:(UO 0+_8< 0>
€ £ 2 €

2

2000 — 203w — 20w, +wé w?— w?
AG = + —
2& 2& 2&

stgd zwigzek predkosci katowej z drogg

. . . w? = wi + 208¢
katowg i przyspieszeniem kgtowym:

20



Kinematyka ruchu obrotowego

Opis ruchu obrotowego jednostajnie przyspieszonego jest podobny do
opisu ruchu postepowego tylko wielkosci liniowe zastepujemy kgtowymi:

Wielkosc

Ruch postepowy

Ruch obrotowy

1

s N\ 1
potozenie ciata X = xo + vt + Eat2 0 = 0y + wet + Eetz

predkosc¢ chwilowa v =1+ at W= wy+ &t
przyspieszenie 5. 4 ;. A0
a=— E = —
dt dt

. . v? — v? w? — w§

przemieszczenie Ax = A =

2a 2€

Rownania kinetyczne dla ruchu postepowego | obrotowego

21




Podsumowanie

ruch mechaniczny — zmiana potozenia ciata w przestrzeni i czasie

w ruchu krzywoliniowym wystepuje przyspieszenie styczne i normalne
rzuty: poziomy i ukosny

ruch po okregu — opis w uktadzie kartezjanskim i biegunowym

« porownanie wielkosci opisujgcych ruch postepowy i obrotowy

Wielkos¢ Ruch postepowy Ruch obrotowy
potozenie ciata r=(x,7Y,2) r=(r0)
o b di do
redkosc chwilowa b = — =L =7
pre v I W 7
przyspieszenie 1= 2 g — 49
T T

przyspieszenie
styczne i normalne

=d;+d, =EXT—w? 7

Qu
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Dziekuje za uwage
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