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6. Pracal energia

* praca sity,

* energia kinetyczna i potencjalna,

*  moc,

« dynamika punktu materialnego w ruchu obrotowym,
« sita dosrodkowa.
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Energia

Ruch ciat, oprocz analizy réwnan ruchu, mozna bada¢ réwniez w inny sposob
wykorzystujgc pojecie energii. Termin energia ma dos¢ szerokie znaczenie, ale
ogolnie mozna powiedziec, ze jest to wielkos¢ skalarna charakteryzujgca stan
ciata lub uktadu ciat pod wzgledem jego zdolnosci do wykonywania pracy
(ruchu ciata).

Energia moze wystepowac jako energia mechaniczna, elektryczna, jgdrowa,
promienista i inna.

Gdy przekazywanie energii odbywa sie dzieki przytozeniu do ciata sity méwimy,
ze sita wykonuje prace nad ciatem.

Praca W jest to energia przekazana ciatu lub od niego odebrana
poprzez dziatanie na cialo sit3.



Sita dziatajgca na poruszajgce sie ciato

Praca S "y wykonuje prace nad tym ciatem

Praca wykonana nad cialem w czasie jego przemieszczania na
drodze Ar przez stalg site F jest iloczynem skalarnym sit F i wektora
przemieszczenia Ar

W =F-A?
E i F A
e '&9 AT ! R I F,cos0
| i VAR— Geometryczna
0 > ! I interpretacja pracy —
Ft pole pod krzywg F(r)
W =F-A¥ =Fcosf - Ar 0 S
k

gdzie ¢ oznacza kat miedzy kierunkiem sity i przesuniecia

Praca wykonana nad ciatem moze miecC rozny znak. Jesli sktadowa wektora sity w kierunku
wektora przemieszczenia w stosunku do wektora przemieszczenia:

M jest skierowana zgodnie — dodatnia (6 <90° W=>0 sity napedowe)

M jest skierowana przeciwnie — ujemna (6 > 90° W<0 sity oporowe)

M sg do siebie prostopadte - zerowa



Przyktad na wyznaczanie pracy
wykonanej przez statg site

Przyktad: Jakg prace W wykonat cztowiek przesuwajgcy klocek o masie m = 10 kg
z podstawy na szczyt rowni pochytej majgcej dtugosc [ = 5 m i wysokos¢ h =3 m.
Cztowiek przesuwa klocek ze statg predkoscig sitg R rownolegtg do rowni.

Rozwigzanie:

~*  Poniewaz przesuwanie klocka wzdtuz osi x odbywa sie bez
* przyspieszenia, ruchem jednostajnym, zatem Il zasada dynamiki

. rzyjmie postac:
ho o Prayjmiep ZFzR—on.

Z rysunku wynika, ze F = Q - sina,

« L gdzie Q =m-g tociezarklocka, a sina = %
: h m 3m
= = R=10kg-9,81— - — R = 58,8 N.
Czyll R mg K g7 s2 5m

Praca W wykonana przez site R na drodze [ wynosi
W=R-I W =588N:-5m = 294].

Odpowiedz:
Cztowiek przesuwajgc klocek na szczyt rowni pochytej wykonat prace rowng 294 J.




Praca sily zmiennej w czasie

Sita zmienia sig¢ na odcinku X,,., — Xyonc
Wybieramy tak mate Ax, ze sita F jest stata
Praca AW; wykonana przez sit¢ F na odcinku Ax

AVV]- = F}-Ax Catkowita praca W to suma AW,

wzz:ij =2F,-Ax

Gdy szerokos$¢ odcinka Ax dgzy do zera to sumowanie
zastepujemy catkowaniem:

Xkonc
W = j F(x) dx
Xpocz
W przypadku trojwymiarowym:
Yk Zk

W = j - dr dex+dey+dez
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Przykiad na prace z catkowaniem

Przykiad: Ciato porusza sie w ptaszczyznie XY
po torze w ksztatcie paraboli opisanej rownaniem

y = 0,5 x? od punktu A w poczgtku ukfadu y (m)}
wspotrzednych do punktu B o wspétrzednych B $22)
(2, 2) [m] na skutek dziatania sity F = (5y,10x)N. .
Oblicz prace wykonang przez tg site. YX) F(x,y)
Tk 2 A R
W= | F.-df = j Sydx + f 10xdy 2:0) )
g X y = 0,5 x?
F=(5y,10x) dr = (dx,dy) dy = x dx
2
. , x3| 2 38
W= | 2,5x“dx + | 10x dx=12,5-?0=12,5-§=33,3]
0




Energia mechaniczna

Energia moze zmieniaC swg postac jednakze nie moze znikngC ani byc
stworzona z niczego. Nasze rozwazania ograniczymy tylko do energii
mechanicznej, ktéra moze wystepowac pod postacia:

» energii kinetycznej E, zwigzanej z ruchem ciata — im ciato szybciej sie
porusza tym wieksza jest jego energia kinetyczna,; E, = lmvz
2
»energii potencjalne] E, zwigzanej z konfiguracjg (czyli ustawieniem)
uktadu ciat dziatajgcych na siebie sitami. Jednym z rodzajow energii
potencjalnej jest (grawitacyjna energia potencjalna zwigzana

z odlegtoscig ciat przyciggajgcych sie sita grawitaciji.
E, = mgh

» Catkowita energia mechaniczna jest sumg tych energii:

mv?

E:Ek+Ep=T+mgh



Praca | energia kinetyczna

1
Energia kinetyczna: E, = Emvz 1 dzul =1 J =1 kgm?/s2
« im szybciej porusza sie ciato tym wieksza jest jego E,

« zwiekszanie predkosci pod wptywem dziatania sity — sita wykonuje
prace nad ciatem

Praca W jest to energia przekazana ciatu lub od niego odebrana na drodze
dziatania na to ciato sity. Gdy energia przekazywana jest ciatu to W > 0, a
gdy odbierana to W < 0.

Praca wykonana przy rozpedzeniu ciata do predkosci v:

X mv?
W = des—Jmads-fm—ds-fm—dV—mJVdv=
0

Zmiana energii klnetycznej C|a+a jest rowna catkowitej pracy wykonanej nad
ciatem:

AEr = Egkon — Ex pocz — W



Rownowaznosc¢ pracy i energii potencjalnej

Ciato o masie m potozone na wysokosci h nad pewnym poziomem
odniesienia (za ktory przyjmuje sie najczesciej powierzchnie kuli
ziemskiej) posiada energie potencjalng grawitacji E,,.

Energia ta jest rowna pracy jakg wykona sita F x
przeciwna do sity grawitacji /, = —mg na drodze h

Ax = h (aby wznies¢ ciato na wysokosc¢ h).
W =F - Ax =mgh
h h h ax |, ‘1,

W=des=fmgds=mgde:mgh Fy=-mg
0 0 0

A E,=W=F:-Ax =mgh

Gdy ciato spada z wysokosci h to praca jakg
wykona sita grawitacji F, = —mg na drodze Ax = -h
jest rowna zmianie jego energii potencjalne,;.

W =F, - Ax = (-mg)(=h) = mgh

Energia potencjalna = Praca

Zatem ciato znajdujgce sie na wysokosci h ma zapas energii rowny mgh.



MocC

Szybkosc¢ z jakg sita wykonuje prace, czyli prace wykonywang
w jednostce czasu nazywamy mocg

AW _aw

P, = — P=_—"— moc chwilowa
At dt

jedn. 1 W=1J/s

-

Jezeli sita nie zalezy od czasu (F = const.) to:



Przykitad na wyznaczanie mocy

Jaka musi by¢ minimalna moc silnika samochodu o masie 1200 kg, aby wjechac
pod gore zbocza o kgcie nachylenia 10° z predkoscig 90 km/h? Przyjmij, ze 25%
mocy samochodu jest wykorzystywane do przeciwdziatania sitom oporu ruchu.
Dane:

v =90 km/h = 90000/3600 = 25 m/s V=90 km/h

m = 1200 kg _
V.

Przy statej predkosci zmiana energii kinetycznej rowna jest zero, w zwigzku z tym
cata wykonana praca jest wykorzystywana do przeciwdziatania sile grawitaciji

-

| sitom oporu ruchu. Wypadkowa sita nie zalezy od czasu (F = const.) to:

0,75P = F - ¥ 0,75P =mg - v - sin10°

N 1KM=735,49875 W

0,75

P =

= 68,2 kW co odpowiada 93 KM

W rzeczywistos¢ moc musi by¢ wieksza do nie uwzglednilismy strat energii w silniku.



Dynamika punktu materialnego
w ruchu po okregu

Wazng wielkoscig zwigzang z dynamikg ruchu obrotowego ciata sztywnego
jest moment sity, nazywany tez momentem obrotowym. Efekty jego dziatania
mozna obserwowac na co dzien w naszym najblizszym otoczeniu:

Moment sity odczuwamy uzywajgc duzego klucza
do wykrecenia trudnej do odkrecenia sruby.
Moment dziata w niewidoczny sposob, gdy nacis-
kamy pedat gazu w samochodzie nadajgc silni-
kowi dodatkowy moment obrotowy.

Za kazdym razem, gdy spacerujemy, czy bieg-
niemy, towarzyszy temu moment sity przytozony
do naszego ciata. *

Teraz zajmiemy sie dynamikg punktu materialnego po okregu, a na nastepnych
wyktadach przejdziemy do omawiania ruchu obrotowego bryty sztywnej.
13



Moment sity

Moment sity ciata (punktu materialnego) o masie m poruszajgcego sie po
promieniu r to wielkos¢ odpowiedzialna za obrot ciata wokot pewnej osi obrotu,

gdy na to ciato dziata sita F. Jezeli ta sita jest przytozona w punkcie, ktérego
potozenie wzgledem osi jest dane przez wektor potozenia 7, to warto$¢ momentu

sity wynosi:
M=r-F;=1r +F=rFsing

y Z Y :
F Jednostkg momentu sity jest niuton razy metr
Fst&\ (N - m) ale nie nalezy jej z dzulem myli¢ z (J)
(p/ F’r . . . . =
i kierunek dziatania sity F
7 \ r, ramie tej sity
TJ_ |
‘ —

Moment sity M to iloczyn wektorowy (x) ramienia 7 na
ktorym dziata sitaitejsity F: M =7 X F

Kierunek wektora M wyznaczamy z reguty prawej dtoni dla iloczynu wektorowego.

Jezeli sita bedzie skierowana wzdtuz promienia (albo do osi obrotu albo od osi
obrotu) to na uktad nie bedzie dziatat moment sity! 14



Momentu pedu

Odpowiednikiem pedu w ruchu obrotowym jest moment pedu L

——-——
-
-

Moment pedu (L) to iloczyn wektorowy (x)
ramienia (r) i pedu (p), ktéry posiada ciato:

—> - -

L =7%X% p=7Xmv=miX7v Jednostkg momentu pedu jest (kg - m?/s)

Moment pedu ciata 0 masie m poruszajgcego sie z predkoscig v po promieniu r
jest wektorem prostopadtym do ptaszczyzny w ktorej porusza sie ciato |
skierowany zgodnie ze zwrotem osi OZ (dodatni) gdy ciato obraca sie w kierunku
przeciwnym do kierunku ruchu wskazowek zegara.

Zmiana pedu na przeciwny powoduje, ze moment
pedu staje sie skierowany w przeciwna strone i
— zgodnie z wtasciwosciami iloczynu wektorowego \

moment pedu (jak moment sit) ma znaczenie tylko
wtedy, gdy wiadomo wzgledem ktorego punktu jest
wyznaczony




Druga zasada dynamiki Newtona
dlaruchu obrotowego

Obliczmy zmiane momentu pedu w czasie, czyli zrézniczkujmy stronami ponizsze
rownanie:

L=mrxv

df . d(m?XV) . dr — - dv A - — - —
- @ —m<axv+rxa>—m(vxv+rxa)
dL.

— =mUXV+rXma=rxXF=M
dt —_——

=0

Suma (wektorowa) wszystkich momentow sity dziatajgcej na ciato jest rowna
szybkosci zmiany moment pedu tego ciata (punktu materialnego)

.  dL analogia do ruchu = dp
Mwyp= 3¢ = postepowego ) Fvyp = dr

Nalezy pamieta¢, ze moment pedu uktadu czgstek jest rowny sumie
momentow pedu poszczegodlnych czgstek uktadu.



Praca i energia kinetyczna w ruchu
obrotowym

Wzory, z ktérych mozna obliczy¢ prace i moc w ruchu obrotowym, sag
analogiczne do odpowiednich réwnan dla ruchu postepowego:

0
S
W=deS W:jMdQ = Exkon — Ek pocz
0 0
aw . di . aw . dF .
t dt t dt

przy statej sile przy statym momencie sit

17



Sita dosrodkowa

Analizujgc ruch jednostajny po okregu wykazalismy, ze zmiana kierunku ruchu
zwigzana jest z przyspieszeniem skierowanym do srodka okregu, zwanym
przyspieszeniem dosrodkowym, wyrazonym wzorem:

a, = v?/r lub a, = wr

Przyspieszenie to wywotuje sita, tak samo skierowana, rowna zgodnie z Il
zasada dynamiki Newtona iloczynowi masy i przyspieszenia F; = m a,,
Przyktadami takich sit moga byc:

« sita naciggu liny wahadta,

» sita grawitacji wywierana przez Ziemie na Ksiezyc,
« tarcie miedzy tyzworolkami a podtozem,

« sita wywierana na samochdd na zakrecie,

* sita wywierana na obiekty w wirowce.

Sita dosrodkowa F_d) jest zawsze prostopadta do
toru i skierowana jest do srodka jego krzywizny,




Samochod na zakrecie

Oblicz site dosrodkowg wywierang na auto o masie 900 kg, ktore pokonuje

zakret o promieniu krzywizny 500 m z predkoscig 25 m/s.

mv? 900 - 257
r 500

Zaktadajgc, ze zakret jest ptaski, oblicz minimalny wspoétczynnik tarcia
statycznego pomiedzy oponami i drogg, aby auto nie wpadto w poslizg.

Sita tarcia T skierowana w lewo chroni auto przed
poslizgiem, dziata w ptaszczyznie poziomej — rozktad sit
spetnia wiec role sity dosrodkowej F_d) :

Fo=T=fR=fmg

muv? ; ) V2
” g 9 st 7

252

f =500-98

= 0,13




Podsumowanie

praca — dziatanie sity na drodze s,

moc — praca wykonywana w jednostce czasu,

mv?

energia kinetyczna — praca wykonana przy rozpedzeniu ciata, E, = "

energia potencjalna — praca wykonana przez site grawitacji przy E, = mgh
podnoszeniu ciata,

zasady dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego — moment sity, moment
pedu,

sita dosrodkowa — jako sprawca zmiany kierunku ruchu.

20
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