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8. Dynamika bryty sztywne)

* ruch bryty sztywnej,

« Srodek masy,

* ruch w uktadzie srodka masy,

 ruch obrotowy,

* moment bezwtadnosci,

 twierdzenie Steinera,

|l zasada dynamiki ruchu obrotowego.
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Model bryly sztywnej

Dotychczas opisywalismy ciato za pomocg modelu punktu materialnego, ktory jest
uzyteczny, gdy rozmiary ciata sg znacznie mniejsze od odlegtosci, z ktorej opisujemy
ruch. Teraz wprowadzimy kolejny model pozwalajgcy uwzgledni¢ nie tylko ruchy
postepowe, ale takze obrotowe ciata.

Bryta sztywna — ciato zajmujgce pewng objetosC w przestrzeni — ciggty uktad
punktow materialnych. Wzajemne odlegtosci punktow bryty sztywnej nie zmieniajg
sie pod wptywem dziatajgcych sit. Bryta sztywna nie ulega wiec odksztatceniom.

Odlegtos¢ miedzy punktami bryty wyznaczamy
znajgc ich wektory wodzgce w wybranym ukfadzie

" T m, wspotrzednych:
7 A =/ - - I B T
r |rj—r-|—|rij| ,j=1,2,3,..n
T
j
Wiele ciat rzeczywistych mozna traktowacC jako
bryty sztywne, pod warunkiem, ze dziatajgce sity
; sg dostatecznie mate, by nie powodowac

odksztatcenia ciata. 3



Ruch bryty sztywnej

Ruchem postepowym bryly sztywnej
nazywamy taki ruch, w ktérym dowolna
prosta przeprowadzona przez to ciato
przesuwa sie rownolegle do samej siebie
(wektory predkosci wszystkich punktow
ciata sg w danej chwili jednakowe).

V Bryta sztywna porusza sie ruchem
é obrotowym, jezeli wszystkie punkty

Ruch postepowy

<v

‘ ciata poruszajg sie po okregach, ktorych

X \'

Ruch obrotowy  jezeli potozenie osi obrotu nie zmienia
sie, to nosi ona nazwe statej osi obrotu.

' srodki lezg na jednej prostej, ktéra nosi
nazwe chwilowej osi obrotu.

Jest to oczywiscie zwigzane z definicjg bryly sztywnej — odlegtosci wzajemne
miedzy wszystkimi jej punktami pozostajg state.



Srodek masy

Momentem masowym pierwszego stopnia (momentem statycznym) S uktadu
punktow materialnych wzgledem dowolnego punktu O nazywamy sume iloczynow
mas punktow i ich wektorow wodzgcych wzgledem punktu O ukiladu

wspotrzednych: n
§ — Z m; - fi
i=1

Jezeli uktad punktow jest ciggly i o statej gestosci p, to:

§=j?dm=pjﬂ?dV,

gdzie dV = dxdydz jest elementem objetosci ciata.

Rozktadajgc rownanie na moment statyczny wzgledem kierunkow kartezjanskiego
uktadu wspotrzednych znajdujemy sktadowe wektora S:

n
S = Sxl+8yj + S,k gdzie np. S,= z m;z; /y.
Suma iloczynéw mas punktow i ich odlegtosci od danej ptaszczyzny N
nazywana jest momentem statycznym wzgledem ptaszczyzny:

X

=1 Zi
Zj 5

n n n
Sxy = Z m;z;; Syz= z m;x; ; szz m;y; .
i=1 i=1 i=1



Srodek masy

Przez porownanie otrzymujemy rownania wigzgce skladowe momentu statycznego
wzgledem punktu z odpowiednimi momentami statycznymi wzgledem ptaszczyzn:

Sx =Sy, S, =S¢  S;=S

S

Zawsze istnieje taki punkt ciata C (Srodek masy ciafa), w ktorym

mozna skupi¢ catg mase ciata bez zmiany charakteru ruchu: m= Z mi
i=1

Srodek masy ciata to punkt, ktdry porusza sie tak, jak gdyby byta w mim skupiona
cata masa ciata, a wszystkie sity zewnetrzne byly przytozone w tym wtasnie punkcie.
n

Wartos¢ momentu statycznego dla srodka masy wynosi: o/ Z m; - 7 = mit

. Iy . . , 1=1
Stgd mozna znalez¢ potozenie srodka masy: | 5 S m, fm 2dm
Whnioski: CThmT T m T m

1. Moment statyczny wzgledem ptaszczyzny lub wzgledem punktu bedgcego
srodkiem masy, przechodzgcej przez srodek masy jest rowny zero.

2. Jezeli ciato jednorodne posiada srodek, os lub ptaszczyzne symetrii, to Srodek
masy bedzie znajdowat sie na tej ptaszczyznie, osi lub w tym $rodku symetrii.°



Wyznaczanie srodka masy

Przykiad 1
Wyznacz srodek masy dwoch czgstek o masach m, i m, odlegtych od siebie o d.
y Xc J )
o) ‘Lnl l ‘m2 > 2 =£:Z?:1miFi X :S_x:m1x1+m2x2
X |, d SM : X C T m m m my; + m,
. X5 -

Srodek masy znajduje sie blizej czastki o wiekszej masie.
Przyktad 2

Wyznacz srodek masy cienkiego preta o dtugosci | i masie m wzgledem jego konca.

J 7dm m

_medm_lJl m. 11, 1
T TI2 T2

Srodek masy znajduje sie posrodku preta. 7



Ruch w ukfadzie srodka masy

W ruchu postepowym predkosci wszystkich punktow bryty . , Vi
sztywnej, a zatem i srodka masy C, sg takie same, czyli: . /\ — U,
vi=7 R

Oznaczajgc przez 7 promien wodzacy $rodka masy, a przez v, jego predkosé
liniowg dostajemy:

—

vi:7—7>c

Wektor wodzacy $rodka masy 7 jest zwigzany z momentem statycznym bryly S:

§ Zn_ mf') - -
e =—= ci=1 "t a Stad mre = m;r;
m m .

Uzyskalismy rownanie ruchu postepowego bryty sztywnej.

Wszystkie punkty bryty poruszajg sie tak, jak jej Srodek masy, ktorego ruchg
mozna znalez¢ znajgc wypadkowg site dziatajgcg na bryte oraz jej] mase.



Ruch w ukfadzie srodka masy

Ped w ruchu postepowym bryty sztywne;
Ped catej bryty jest rowny sumie peddéw poszczegodlnych jej punktow, czyli:

n n n n
B= Bi= ) mi= ) mi =i ) m=mic=p
i=1 i=1 i=1 i=1
Ped bryly sztywnej w ruchu postepowym jest rowny pedowi catkowitej

masy bryty skupionej w jej sSrodku masy.

Moment pedu w ruchu postepowym bryty sztywnej
Moment pedu catej bryty jest sumg momentow pedow poszczegolnych jej

punktow, czyli:
n

n n n
z - z zi = Z(Fl X miﬁi) — Z(miﬁ- X 1_7)6') — Zmiﬁ- X ﬁc
i=1 | =

i=1 i=1 1=1
Pierwszy czynnik jest momentem statycznym pierwszego stopnia S = mre:

zm?cxﬁczfcxmﬁc=?cxﬁc=l4c

t~l

Moment pedu bryty sztywnej w ruchu postepowym jest rowny momentowi pedu
punktu materialnego o masie tej bryty umieszczonego w srodku masy tej bryty. °



Ruch w uktadzie srodka masy

Moment pedu bryty sztywnej w ruchu postepowym wzgledem srodka masy jest

rowny zeru. L =0  (bo 7. = 0)
Il zasada dynamiki dla momentu pedu ma postac % =M, wiec prawdziwy jest
nastepujgcy warunek ruchu postepowego bryty sztywne;: P
Wypadkowy moment sit wzgledem srodka masy r @ M
w ruchu postepowym bryty sztywnej jest rowny zeru. U1 N
L (O M
M=#xF

Energia kinetyczna w ruchu postepowym bryty sztywnej
Energia kinetyczna bryly sztywnej jest sumg energii kinetycznych wszystkich
punktow bryty:

n n n n
ANZAN m; v} _ m;vé _ Ve - muv
f kAL 2 Ly 2 2 F/N2
i=

=1 =1 i=1

Energia kinetyczna ruchu postepowego bryty sztywnej jest rowna energii

kinetycznej catkowitej masy bryty skupionej w srodku masy.
10



Ruch obrotowy bryty sztywne]j

Rozwazmy ruch wzgledem statej osi przechodzgcej przez srodek uktadu
inercjalnego o poczatku O. Predkosé liniowa i-tego punktu wynosi v;

ﬁi — 51- X Fi
Poniewaz predkosC katowa jest stata dla
wszystkich punktow bryty sztywnej (v = w;)
to:

-

UiZJXFi

Ped bryly sztywnej w ruchu obrotowym

Ped bryty sztywnej w ruchu obrotowym jest
RN L-X (podobnie jak w ruchu postepowym) rowny
~—l__> sumie pedow poszczegolnych punktow bryty:

n n n
ﬁzZmiﬁi=Zml(w X 1) =5><Zm” wXS=m(wXT7)=mv; =P

i=1 =1 i=1

Ped ruchu obrotowego bryty sztywnej jest rownowazny pedowi masy bryty
skupionej w jej srodku masy C. i



Ruch obrotowy bryty sztywne]j

Jezeli oS obrotu przechodzi przez srodek masy bryty, to ped w uktadzie
zwigzanym ze srodkiem masy jest rowny zero poniewaz moment statyczny S = 0.

Suma peddéw wszystkich punktow bryty sztywnej w ruchu obrotowym Pi
wokot osi przechodzgcej przez srodek masy bryty jest rowna zeru.

Energia kinetyczna ruchu obrotowego bryly sztywne; D;

Energia kinetyczna ruchu obrotowego bryty sztywnej jest oczywiscie sumg energii
kinetycznych poszczegolnych punktow bryty, czyli:

n n n — - n — - — -
_ i _ m; v} N0 my(w; X 7;)* - N (W X 1) (@ X 1y)
Bie = 2Bk = 2 2 / 2
=1 i=1 i=1 i=1

Wykorzystujac tozsamosé wektorowg (4 x B)C = A(B x C), w ktdrej:

/T=5i; §=Fi; 5= (Jixﬁ-)
otrzymujemy ogolny wzor na energie kinetyczng bryty sztywnej:
m;d[r; X (0; X 7)] @
Ek_z 2 Zrlxm(wlxrl)]

i=1 =1

w &
z(rl X m; vl) _iz i 12

i=1

=~
el

Sl
I
el



Moment bezwladnosci

Dla obrotu wokot statej osi obrotu bryty sztywnej, predkos¢ katowa moze ulegac
zmianie co do modutu i zwrotu natomiast jej kierunek pozostaje staty.

Moment pedu czgstki wzgledem pewnego punktu okreslilismy jako
lloczyn wektorowy promienia wodzgcego czgstki poprowadzonego
z tego punktu przez ped tej czgstki, zatem dla ruchu obrotowego:

L=2Xic1Li= Xz Ti XPp = Xj=1 1y X MV = Yjoy myty X (0 X 1;)=

n

— z [m i ) (rl r;) —m;r; (715 - a))] z m e =

i=1

S

dx (bx&) =hb(G-&)—2é@-b)

=)
~

I = Z rizml- nazywamy momentem bezwiladnosci

Momentem bezwiladnosci ukfadu punktéow materialnych (bryly sztywne))
wzgledem wybranej osi obrotu nazywamy sume iloczynow mas i kwadratow ich

odlegtosci od tej osi obrotu.
I:j rzdmzpﬂj r2dv 13
m %



Twierdzenie Steinera

Twierdzenie Steinera dla momentow bezwtadnosci:

Momenty bezwtadnosci wzgledem osi nieprzechodzgcych przez srodek masy ciata
mozna obliczy¢ wedtug nastepujgcej formuty:

I =1, + md?

gdzie |- jest momentem bezwtadnosci wzgledem osi réwnolegtej do rozpatrywanej
| przechodzgcej przez srodek masy m, zas d jest zas odlegtoscig srodka masy od
OsSi. Ay

Dowod:

S — punkt przeciecia ptaszczyzng rysunku osi do e AN

niej prostopadtej i przechodzacej przez srodek 1
masy C, O — punkt przeciecia osi rownolegtej do Vol | . ’ L
tamtej i znajdujgcej sie w odlegtosci d od niej. ' ,

Niech r, jest odlegtoscig i-tego punktu O d S ;i,//
0 masie m; od osi przechodzgcej przez C, =0 -

a R, — jego odlegtoscig od drugiej osi.
14
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Twierdzenie Steinera

Ditugos¢ wektorow wodzgcych wyznaczamy

z twierdzenia Pitagorasa: riz = xi2 + yiz

R? = (d +x)? + y? = d? + 2dx; + x? + y/
=d? + 2dx; + 1

Moment bezwtadnosci ciata wzgledem osi
przechodzgcej przez O wynosi zatem:

[
>

X
I:ZmiRiz = dZZmi +2d2mixi+zmiri2
n
Zmi =m Zmixi =10 Zmiriz = IC
1

masa ciata dla srodka masy moment bezwtadnosci ciata wzgledem
osi przechodzgcej przez srodek masy

Ostatecznie otrzymujemy zatem zaleznoS¢ wyrazajgcg twierdzenie Steinera:

I =1, +md? 15



Momenty bezwladnosci bryl

Moment Moment
Bryla bezwtad- Bryla bezwiad-
nosci nosci
Obrecz - wzgledem osi Walec - wzgledem osi
/ \?~
3 7 1
I = mR I = —mR?
2
Kula - wzgledem sred. Pret - 1 do osi
[ = 2mR? NS [ = = mi?
5" 12"




Moment bezwtadnosci preta

Wyznaczmy moment bezwladnosci preta o dtugosci L, masie m i przekroju S
obracajgcego sie wzgledem osi przechodzgcej przez srodek preta

[=Zrizmi dl =r*dm I :j r2dm = pUj redv
m %4

m
|4

Q
=

gestoSCpreta p =

Os obrotu
wm

-L/2 L/2

.

]
\

I = fL/Z 28dx = 51 3|L/2 = 51L3— SL1L2— ! L2
N T e e 12 X T 12X T [z



II zasada dynamiki dla ruchu obrotowego

Dla kazdego punktu bryty, spetniona jest Il zasada dynamiki w postaci ogolnej:

dL = (Mnozgc wektorowo |l zasade dynamiki %: F;

de = M; dla ruchu postepowego punktu materialnego przez

wektor wodzgcy tego punktu)

A wobec tego catkowity moment sit wzgledem punktu O dziatajgcy na bryte jest
rowny sumie momentow sit wzgledem tego punktu dziatajgcych na kazdy punkt

bryty, czyli: Z 7 - 4 Zn: . / a7
dt ALt T de

i=1
Dla dowolnego ruchu obrotowego mozna zatem zapisac |l zasade dynamiki
W nastepujgcej postaci ogolnej: 7 =13
_ dL d@ I3 NG 2
[y — 12 E=L_a) E:(Ia))w:Ia)
dt dt k 2 k 2 2

Podobnie jak w przypadku ruchéw postepowych z |l zasady dynamiki dla ruchu
obrotowego mozna wyprowadzicC | zasade ktora stwierdza, iz dla ruchu obrotowego
bryty sztywnej dla ktorej moment sity jest zerowy moment pedu jest staty.

18



M-7_precesja bgczka
M-8 precesja kota

Precesja pod wptywem sily
ciezkosci
Na obracajace si¢ koto o0 momencie

pedu L dziata moment sity M
powodujacy zmiane AL

M=7xF M=#xmg R=-mj

dL

M=—
dt

moment sity, tak wiec i zmiana
momentu pedu jest skierowana
W naszg strone w ptaszczyznie
poziomej powodujgc precesje




Podsumowanie

Dynamika bryty sztywnej musi uwzgledniaC rozmiary ciata oraz rozkfad
przestrzenny masy ciata, czyli jego ksztalt, a takze punkt przytozenia sity
wywotujgcej ruch wzgledem srodka masy bryty.

Dlatego zamiast sity F oraz masy m do opisu Il zasady dynamiki stosujemy

odpowiednio moment sity M (uwzgledniajgcy punkt przytozenia sity) oraz moment
bezwtadnosci I (uwzgledniajgcy rozktad masy bryty).

Ruch bryty sztywnej moze bycC traktowany jako kombinacje ruchu postepowego
oraz obrotowego.

Dla ruchu postepowego najlepiej jest wykorzysta¢ pojecie srodka masy
(punktu w ktorym podparcie bryty nie powoduje jej ruchu).

Dla ruchu obrotowego wzgledem statej osi obrotu wprowadzane jest pojecie
momentu bezwltadnosci — wowczas Il zasada dynamiki ma postac jak dla punktu
materialnego: M =12 F =md

Twierdzenie Steinera pozwala na wyrazenia momentu pedu bryty dla dowolnej osi.

20



>
O)
)
S
=)
©
N
O
= —
=)
=
i
N
-




	Slajd 1: Proszę o uwagę
	Slajd 2: 8. Dynamika bryły sztywnej
	Slajd 3
	Slajd 4
	Slajd 5
	Slajd 6
	Slajd 7
	Slajd 8
	Slajd 9
	Slajd 10
	Slajd 11
	Slajd 12
	Slajd 13
	Slajd 14
	Slajd 15
	Slajd 16
	Slajd 17: Moment bezwładności pręta
	Slajd 18
	Slajd 19: Precesja pod wpływem siły ciężkości
	Slajd 20
	Slajd 21: Dziękuję za uwagę

