-
o
©
S
5
o
O
N
%
O
S
o B




10. Pola zachowawcze na
przykiadzie pola grawitacyjnego

* pola sit,

* potencjat,

* energia potencjalna,

« pole grawitacyjne,

* |11l predkos¢ kosmiczna,
- prawa Keplera.
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Definicja pola

* Pole matematyczne — to funkcja, ktéra kazdemu punktowi przestrzeni
przypisuje dang wielkosc:
= przestrzenny rozktad liczb (pole skalarne)

= rozktad wektora (pole wektorowe)

= Pole fizyczne — przestrzenny rozktad wielkosci fizycznej

w przestrzeni okreslone jest pewne pole, jezeli kazdemu punktowi przestrzeni
przypisano pewng wielkos¢ fizyczng

pola matematyczne stuzg do opisu wielkosci fizycznych

pola fizyczne skalarne, np. pole termiczne

pola fizyczne wektorowe, np. pole grawitacyjne

= Analiza pola sprowadza sie do badania rozktadu pola, okreslenia wielkosci
charakteryzujgcych pole oraz formutowania zwigzkow miedzy nimi ?



Geometria pola

= pole przestrzenne

= pole ptaskie
= skalarne — okreslone dla punktow ptaszczyzny
= wektorowe — wektory lezg w jednej ptaszczyznie

= pole centralne — kierunki wektorow przechodzg przez
centrum (srodek), a wartosci zalezg od odlegtosci

= dosrodkowe
= sferyczne
= kotowe

= pola zrodtowe lub bezzrodtowe

= pola wirowe lub bezwirowe



Wielkosci charakteryzujace pole:
Izopowierzchnie i linie pola

nazywamy powierzchnie statych wartosci
funkcji pola (sit, natezen)

Liniami pola wektorowego nazywamy linie wyznaczajgce
kierunek pola (wektor sity jest zawsze styczny do linii pola)

pole centralne

pc;le jednorodne

pole niejednorodne

pole wirowe



Strumien pola »1108¢” linii sit przechodzacych przez dang
powierzchnie prostopadie do niej

Strumien wielkosci wektorowej v przez powierzchnie S jest rowny

sumie strumieni d® przez elementy powierzchni dS bedace
iloczynem sktadowej normalnej wektora v przez pole powierzchni
dS

n
dd =%-dS =vcosadsS CD=ZdCDi=ijD CI)Zfﬁ)-d_S)
=1 S
Dla pola jednorodnego S
| ptaskiej powierzchni

o=5-5 gg1dS
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Pole potencjalne

Potencjat skalarny to pole skalarne okreslajgce dane pole wektorowe

= Jezeli dla danego pola wektorowego F istnieje pole skalarne V(1)
takie, ze w kazdym punkcie 7 jego gradient jest rowny wektorowi
danego pola ze zmienionym zwrotem to pole F nazywamy polem
potencjalnym, a V(7) jego potencjatem.

F(F) = — grad V() = W) = — <6V(f) oV () av(?))

ox ' 0y ' 0z

: d d 0
= gdzie V - operator Nabla V= (ax’ay’ aZ>

= Pole wektorowe posiada potencjat, jezeli jego rotacja zeruje sie
w kazdym punkcie 7 tego pola (pole bezwirowe)
rot F(#) =VxF@#) =0
= Dywergencja pola (rozbieznosc¢, zrodtowosc)
0F

- = aF aF
divF(#) =V-F#) = a;J“ ayy+ aZZ




Rodzaje pol sitowych

Pole sifowe — przestrzen, w ktorej wystepuje sita F = f (r,t)
charakteryzujgca dane oddziatywanie.

= pola stacjonarne (np. grawitacyjne) - pola niezalezne od czasu - F = f(?)
= pola niestacjonarne (np. elektromagnetyczne) — pola zalezne od czasu

= pole potencjalne — jesli istnieje potencjat skalarny — (V x 13(77) = 0)

= pole zachowawcze, gdy potencjat skalarny nie zalezy od czasu i pole jest
centralne

= pole grawitacyjne

= pole sprezystosci

= pole elektrostatyczne

= dla zachowawczych pdl sitowych potencjatem skalarnym jest energia
potencjalna V (7) = U(7)



Sity zachowawcze

Sily zachowawcze
= zalezg tylko od potozenia punktu
® mogg byc¢ reprezentowane przez funkcje energii potencjalne;

r

U(r) = — jﬁ-d?

Tzer

Dla sit zachowawczych

= praca sit pomiedzy dwoma punktami nie zalezy od wyboru droqgi,
a tylko od potozenia koncowego i poczatkowego punktu

= praca po drodze zamknietej jest rowna zero L,

= pole w ktorym dziatajg sity zachowawcze d

nazywamy polem zachowawczym




Podziat pol sitowych

Podziat wynika z czterech fundamentalnych oddziatywan sitowych:
- Oddziatywania grawitacyjnego, - Stabego oddziatywania jgdrowego,
- Oddziatywania elektromagnetycznego, - Silnego oddziatywania jgdrowego
= pola grawitacyjne
= zrodia i obiekty — ciata posiadajgce mase (m)

= pola elektromagnetyczne
= tadunki w spoczynku (g)— pola elektryczne
= fadunki w ruchu (q)— pola magnetyczne

= pola jgdrowe

= zrodta — czgstki jgdrowe (elementarne) podlegajgce
oddziatywaniom silnym lub stabym (q)

= miarg ilosciowg pola sitowego jest jego natezenie
5 gdzie m, g masa lub fadunek ciata prébnego —  ;
q

- F -
E— B =
m matego obiektu nie zaktocajgce pola sit



Przyktady pol sitowych

pole
elektrostatyczne

Fe

/
©

Qﬁji

pole grawitacyjne

pole magnetyczne

é*kj

pole sprezyste
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Pole grawitacyjne

= Prawo powszechnego cigzenia (prawo grawitacji) sformutowane
przez Newtona:

Dwa punkty materialne o masach m, i m, przyciagajg sie wzajemnie
sitg proporcjonalng do iloczynu tych mas i odwrotnie proporcjonalng

do kwadratu odlegtosci miedzy nimi
Wspodtczynnik G = 6,672 1011 m3/kgs?

F = Gmym, to stata grawitacii
r? m o
= Niech M = m, jest duzg masg wytwarzajgca pole grawitacyjne, 7

a m = m, niewielkg masg probna. Sita dziatajgca na mase probng
umieszczong w odlegtosci r od masy M wyraza sie wzorem

GMmT7

= M@

= znak minus oznacza, ze wektor ¥ ma przeciwny zwrot niz wektor F

7

Fo-

= Masa M wytwarza w swym otoczeniu pole grawitacyjne, a istniejgce

pole dziata na mase probng msitg F  (m << M) =



Przyspieszenie ziemskie g

Miarg ilosciowg pola grawitacyjnego jest jego natezenie E — rowne liczbowo
sile dziatajgcej na jednostkowg mase probng :

. F @M r g
- m r2r N\ rd
Wektor E wyraza sie w jednostkach przyspieszenia [m/s?] \ } / J
. F /h > > @ < -
E — E — Clg / A \
W przypadku pola grawitacyjnego Ziemi natezenie 7 AN
pola E jest rowne przyspieszeniu grawitacyjnemu T

g pochodzgcemu wyfacznie od sity grawitac;i.

Wartos¢ a, zalezy od wysokosci nad powierzchnig Ziemi

= Na powierzchni Ziemi (h = 0 km) g = 9,83 [m/s?]

= Na szczycie Mt. Everestu (h = 8,8 km) g = 9,80 [m/s?]

= Na orbicie kosmicznej (h = 400 km) g = 8,70 [m/s?]

Wartosc er_ys_pies_.zenia ziemskiego g rozni sie od a, w roznych punktach
powierzchni Ziemi bo

= Ziemia nie jest jednorodna ani kulista

= Ziemia obraca sie, przyspieszenie na rowniku jest mniejsze niz na biegunach

2 14
g =a;— wr



Masa | ciezar ciata

Masa jest miarg ilosci materii w danym ciele, ale trudno jg zdefiniowac.
Masa ciata jest jego cechg, ktora wigze site przytozong do ciata
Z uzyskiwanym przez nie wowczas przyspieszeniem.

F My \ Ao
m == —
a my Ax

Ciezar ciata jest rowny wartosci bezwzglednej sity ciezkosci dziatajgcej
na to ciato.

W =mg

Wazenie ciat to wyznaczanie jego ciezaru.

Definiujemy ciezar jako wynik dziatania pola grawitacyjnego na ciato
w nim sie znajdujace.

Ciezar kuli do kregli o masie 7,2 kg to na Ziemi 71 N, a na Ksiezycu 12 N.

15



Energia pola grawitacyjnego
Pole grawitacyjne jest polem zachowawczym (pole potencjalne)
Energia potencjalna pola grawitacyjnego — nagromadzona w danym punkcie pola

zdolnos¢ do wykonywania pracy. Praca jaka musi by¢ wykonana by przenies¢ dang
mase z nieskonczonosci do danego punktu pola.

=l
I
8 —
o)
<
3
o)
<
3

r
E, = Ep(r) — Ey(0) = —Wyp= — Jﬁ -d

Energia potencjalna ma wartos¢ rowng zeru w nieskonczonosci (punkt
odniesienia) i maleje w miare zmniejszania sie r. Oznacza to, ze sita jest
przyciggajgca. Wzo6r ten jest prawdziwy bez wzgledu na wybor drogi po jakiej
punkt porusza sie z nieskonczonosci do r bo sita grawitacji jest sitg zachowawcza.

16



Potencjat grawitacyjny

Wielkoscig skalarng charakteryzujgcg pole grawitacyjne jest potencjat VV

Potencjal pola grawitacyjnego — energia potencjalna jednostkowej masy probne;
w danym punkcie pola:

«— Powierzchnie ekwipotencjalne to
< powierzchnie, ktorych wszystkie punkty majag
() taki sam potencjat grawitacyjny.
+<—— Linie sit obrazujgce kierunek natezenie pola
sg zwrocone jest ku masie M.

17



Predkosci kosmiczne

Pole grawitacyjne planety stanowi swoistg ,putapke” dla dowolnego obiektu
materialnego. Jesli chce sie z niej uwolnic¢, to energia ciata (kinetyczna) musi byc¢

wieksza niz energia potencjalnego oddziatywania pola planety.

| predkos¢ kosmiczna — pozioma predkosC, jakg nalezy nadac ciatu aby
poruszato sie ono po zamknietej orbicie kotowej rownej promieniowi planety R.

F o= GMm  muv? GM GM
m— - —_— = |— - |—
g = Yod 2 ” r 17 IR

Pierwsza predkosc¢ kosmiczna dla planety jest najwiekszg predkoscig jakg moze
miecC ciato na stabilnej orbicie kotowe;.

Dla Ziemi o M = 5,96-10%* kg oraz R = 6,37-10% m wiec v,= 7,9 km/s

Il predkos¢ kosmiczna (predkos¢ ucieczki) — jest to najmniejsza predkosc, ktorg
trzeba nadac ciatu by oddalito sie od danej planety, teoretycznie do nieskonczonosci.
Energia w nieskonczonosci jest rowna 0, zatem na powierzchni sumaryczna energia

tez musi wynosic O:

GMm muv? 2GM Dla Ziemi
= +——=0 © vy = [——=V2v, =112 km/s®

R 2 R




Ruch w polu grawitacyjnym — prawa Keplera

(ok. 1600 r.):
1) Torami planet sg elipsy. Stonce znajduje sie w jednym z ognisk elipsy.

2) Predkosc¢ polowa planety jest stata (promien wodzgcy planety zakresla
w jednakowym czasie jednakowe pola).

3) Stosunek kwadratow czasow obiegu dwoch planet jest rowny stosunkowi
trzecich poteg ich duzych poétosi.

Pierwsze prawo jest szczegolnym przypadkiem ruchu w polu centralnej sity
grawitacyjnej.
Drugie wynika z zasady zachowania momentu pedu w polu sit centralnych.

Trzecie prawo wynika z poréwnania sit ciezkosci i odsrodkowe;j.

Z praw mechaniki Newtona wynika, ze trzy prawa Keplera poprawnie opisujg
ruch planety w uktadzie zwigzanym ze Stoncem. Doktadniej: prawa Keplera
mowig o0 uktadzie dwoch ciat obdarzonych masg, z ktorych jedno ma mase
zaniedbywalnie matg w poréwnaniu z masg drugiego.

19



| prawo Keplera

Wszystkie planety poruszajg sie po orbitach w ksztatcie elipsy, w ktérej ognisku

znajduje sie Stonce.
y A

Rownanie toru planety we
wspotrzednych biegunowych

A

: M
n gdzie o Y .
r = r — promien wodzgcy, X
1+ ecosf e — mimosrdd,

p — parametr elipsy

Prawa Keplera méwig o uktadzie dwoch
ciat z ktorych jedno ma mase
zaniedbywalnie matg w poréwnaniu do
drugiego. Gdy masy obu krgzgcych ciat
sg porownywalne to kazde z dwdch ciat
porusza sie po krzywe] stozkowej,
w ognisku ktorej znajduje sie srodek
masy catego uktadu.

20




Energia catkowita ciata w polu grawitacyjnym

Pole grawitacyjne planety stanowi swoistg ,putapke” dla dowolnego obiektu
materialnego. Jesli chce sie z niej uwolnic¢, to energia ciata (kinetyczna) musi byc
wieksza niz energia potencjalnego oddziatywania pola planety.

Energia potencjalna pola grawitacyjnego
Ciata poruszajg sie po

GMm . :
E,. - <0 orbitach stozkowych.

Energia catkowita ciata w polu grawitacyjnym jest A
zachowana | w przypadku ciata zwigzanego
grawitacyjnie jest ujemna, a orbita jest krzywa

zamknieta

Okrag

mvz GMm Elipsa

E = = const < 0
2 r

W przypadku gdy energia catkowita jest
dodatnia to orbita jest krzywa otwartg —
dla E = 0 — parabola, a dla E > 0 — hiperbola.
Mniejsze ciato porusza sie na tyle szybko, ze
zblizy sie do drugiego ciata tylko jednokrotnie

Parabola

Hiperbola

21



Il prawo Keplera

Predkosc¢ polowa planety jest stata
(promien wodzgcy planety zakresla w jednakowym czasie jednakowe pola).

Prawo to stwierdza, ze dla dowolnej krzywej stozkowe;:

o _dS _1di o1 dF 1. oo 1 o 1. L t
= — = —X — 7 X — = — — = — = — =
Vg dt > dt r 5 r dt 5 1% r 5 r v r xXmv om cons
A =0
gdzie: v jest predkoscig polowg, dS
jest wektorem powierzchni o wartosci pola
zakreslanego w czasie dt przez promien X d7

wodzgcy o poczatku w ognisku elipsy,
I - moment pedu planety.

Powyzszg zaleznosc jest przejawem dziatania
zasady zachowania momentu pedu planety. Sita
grawitacyjna, jako oddziatywanie centralne,

w uktadzie podwojnym nie wywotuje momentow sit,
zatem moment pedu uktadu zostaje zachowany. D -




Il prawo Keplera

Stosunek kwadratow czasow obiegu dwoch planet jest rowny stosunkowi trzecich
poteg ich duzych potosi.

Porownujgc site odsrodkowg z sitg grawitacji dla orbity kotowej

otrzymujemy: 7
Eg =F 4 od
GMm ,  mAm’r
2 = Mw°r = 2
stad r3  GM
T2  4m?2
W przypadku ruchu po elipsie @
a> GM T as

= = const lub — = =
T2 A4r? T22 ag
23



Podsumowanie
Pojecie pola

* Pole to nowoczesny sposob na przedstawianie oddziatywan w fizyce
*  Wielkosci charakteryzujgce pola to: natezenie, energia potencjalna oraz potencjat pola.

« Pola zachowawcze to pola w ktorych praca nie zalezy od drogi a jedynie od poczgtkowego
| koncowego potozenia ciata.

Prawo powszechnego cigzenia

« Wszystkie ciata przyciggajg sie ku sobie dzieki sile grawitaciji, ktora jest wprost proporcjonalna
do iloczynu ich mas i odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegtosci pomiedzy nimi.

Grawitacja przy powierzchni Ziemi

« Ciezar ciata wynika z przyciggania grawitacyjnego miedzy Ziemig a tym ciatem.
« Pole grawitacyjne jest reprezentowane przez linie pola grawitacyjnego. Okreslajg one
kierunek sity grawitacji, a odlegtos¢ miedzy liniami okresla natezenie pola grawitacyjnego.

Prawa Keplera

» Wszystkie ciata poruszajg sie po orbitach bedgcych krzywymi stozkowymi. Orbity ciat
zwigzanych grawitacyjnie sg krzywymi zamknietymi i majg ksztatt okregu lub elipsy, a orbity
ciat niezwigzanych grawitacyjnie sg krzywymi otwartymi i majg ksztatt paraboli lub hiperboli.

* Predkosc¢ polowa ciata na dowolnej orbicie jest stata, co odzwierciedla zasade zachowania
momentu pedu.

« Kwadrat okresu obiegu planety wokot gwiazdy po orbicie eliptycznej jest proporcjonalny do
szescianu dtugosci potosi wielkiej tej orbity.

24
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