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12. Dynamika relatywistyczna

I\/Iechanlka relatywistyczna (OTW):
« dynamika relatywistyczna,

 relatywistyczna energia kinetyczna,

* energia catkowita,

« czasoprzestrzen jako element ogolnej teorii
wzglednosci,

« podstawy kosmologii.
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Nowe spojrzenie na ped

W mechanice klasycznej ped ciata - p = mv
Prawo zachowania pedu najbardziej fundamentalne prawo fizyki.

|zolowany uktad czgstek m,, m,, ..., m_, nie podlegajacy dziataniu sit
zewnetrznych, bedzie zachowywat sie w czasie i przestrzeni w taki sposob,

ze:. .
m; V; = const
i

Z punktu widzenia teorii wzglednosci wedtug obserwatorow w réznych
inercjalnych uktadach odniesienia catkowity klasyczny ped uktadu czgstek
nie bedzie zachowany. Aby spetniC zasade zachowania pedu nalezy
zmodyfikowac definicje pedu.

Rozwazmy czgstke poruszajgcy sie ze statg predkoscig v w dodatnim kierun-
ku osi x:

p=mv=m< - ped nierelatywistyczny

gdzie Ax oznacza odlegtosc¢ przebytg w czasie At



Wprowadzmy inng definicje pedu
A
p =my;

gdzie At oznacza czas mierzony w uktadzie w ktorym czgstka spoczywa

Zgodnie z dylatacjg czasu At = yAt = odstep czasu w ukladzie

AT
Vi
poruszajgcym sie jest diuzszy od czasu wtasnego At, czyli

£ Ax __ Ax __
p—mA—T—ymA—t—ymv

Ro6znica w obu definicjach to obecnos¢ wspoétczynnika Lorentza y

Wprowadza sie zamiast m oznaczenie m, masy ciata mierzonej w ukfadzie
w ktorym ono spoczywa i hosi nazwe masy spoczynkowe|.

mO N\ mO
1 — B2 2
A -0
C
Masa ciata nie jest zatem w ogolnosci stata ani taka sama dla wszystkich
obserwatorow, ale jest wielkoscig ktora:

m/= = ym,

. zalezy od uktadu odniesienia z jakiego jest obserwowana,

. jest rowna m, kiedy ciato jest w spoczynku w ukfadzie odniesienia
z ktorego jest obserwowane.



Wilasciwosci czynnika 5m.C
Lorentza powoduja, ze
masa staje sie bardzo 4mqC [~
duza i w koncu zbliza

sie do nieskonczonos- - |
ci, kiedy predkosc¢ 2myc |-
wzgledna zbliza sie do
C. Imyc |~
I I l :
0 0.2c 0.4c 06c 08 ¢ ¥

Zgodnie ze wzorem na mase, wyrazenie relatywistyczne na ped ma postac:

p=mv=ym,v
a na zachowanie pedu uktadu izolowanego:

n

n
Z m; v; = Z ymy; U; = const
i=1

=1



Definicja sity
Chociaz prawa mechaniki klasyczne] nie sg na tyle uniwersalne, aby
opisywaty takze zjawiska relatywistyczne, to drugie prawo Newtona

jest na tyle ogdlne, ze stosuje sie rowniez w mechanice relatywistyczne,.
Zrozniczkowanie ww. rownania prowadzi do wyrazenia:

., dv  _.dm

= mar i V"4t gdzie m oznacza teraz ym,.
Warto$¢ i kierunek sity relatywistycznej zalezg od predkosci v poruszaja-
cego sie obserwatora.

W dalsze] czesci wyktadow wykazemy, ze stacjonarne pole elektryczne o
natezeniu E jest ,widziane” przez poruszajgcego sie obserwatora jako pole
magnetyczne o indukcji B.



Relatywistyczna energia kinetyczna
Klasyczne wyrazenie na energie kinetyczng E;, = %mv2 jest stuszne dla v<<c

Dla predkosci relatywistycznych:

Ei = [*Fdx = [[*%2dx = [ Zdp =

X1 dt
p v v
mov %

Jvdpzfvd =m0fvd

v? v?
0 0 1-= 0 1 —=—

C C / AN

g'(x)dx =
d
= 9&) dx = dg(x)

/ dx

Wykonujac catkowanie przez czesci: jf(x) -9’ (o)dx = f(x) - g(x) — Jf’(x)g(x)dx
| r@)-dg) = f@) - 9 - [ g w)av

f)=v
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1_C_2 1_12_2 0 1_7C7_2 7




f" vdv CZJ_C_Zdy_ 1-=
0 |4 v2 2 ) VY

c?  zmiana granic
catkowania

UZ % 2

R e T 2

v 0 (4

1 —— 1—— 1——

U c? c?
& , vZ  vi4ci—vw
2+C 1_C_2 >
1 -2 12
c2 c?



Energia relatywistyczna

Stad energia catkowita

E = mc? = E;, + myc?

Energia spoczynkowa

EO —_ m0C2

m 2
Dia m, = 1gram Ey = (10~3kg) (3 10°7) = 9- 10

Co odpowiada jednej 20—kilotonowej bombie atomowej




Energia kinetyczna relatywistyczna | klasyczna

2
_ mpC / 5 / 5 1 .
E macC* = mnpcC
k > 0 0 >
v v
c? c?

Rozwijajgc pierwszy wyraz w nawiasie na szereg dwumianowy
o wyktadniku ujemnym

) 2 _1/2_1_'_1172 3v4+
c? N 2c2 8c¢c2

Otrzymamy na energie Kkinetyczng wzor, ktory dla matych predkosci
w poréwnaniu z ¢ przechodzi w znany wzor z dynamiki klasycznej E;, = %mvz

2¢2) 7 2

C2 10

1 1 v? 1
E;, = myc? — 1\ = mgyc? ( ) = —myv*



Ped a energia kinetyczna

. 1
= energia kinetyczna E, =(m-m,)c? =~ —m,v?
v<<c 2
= rOwnowaznosc¢ masy i energii
E=E,+E, = E=m,c*+(m—m,)c?> == E =mc?

= ped a energia czgstki

E, = L Klasycznie

E? = (pc)? + (m,c?)? Ton 2m
«
‘3
00 P¢ Diagram
pomochniczy
I m,C2 > 8
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Niesprezyste zderzenie 2 kul o masie m
poruszajacych sie przeciwnie z predkoscia v

O—H—Omo & & LR

Energia kul przed zderzeniem = 2mc? = 2m,c? + 2

2

_ 2
Po zderzeniu kule pozostajg nieruchome E=M,c

Z zasady zachowania energii (M, — 2m,)c? = m,v*

Poniewaz myv:? >0 = M, >2m, Am =M, — 2m, = —

energia kinetyczna Ej; zamienita sie w energie
wewnetrzng co spowodowato wzrost masy kul

W skali makro: m = 0,1 kg, Dla rozpadu czgstek
v =100 m/s,to Am=1,1 10" kg elementarnych v ~ ¢, to Am~m



Wybrane elementy ogolnej teorii wzglednosci

0 Ogodlna teoria wzglednosci uwzglednia takze uktady poruszajgce sie
ruchem przyspieszonym. U jej podstaw lezy poglad (za chwile kwestie te
rozwiniemy), ze skutki wywotane grawitacjg i przyspieszeniem nie dadzg
sie rozroznic.

O Dotychczas mowilismy, ze prawa natury sg takie same w uktadach
inercjalnych czyli spoczywajacych Ilub poruszajgcych sie ruchem
jednostajnym prostoliniowym. A co jezeli poruszamy sie ruchem
jednostajnym (w odizolowanym pojezdzie) po wyboiste] drodze? Prawa
przyrody réwniez sie nie zmieniaja.

O | wiasnie to przekonanie Einsteina, ze wszystkie prawa natury powinny
wyglgda¢ tak samo we wszystkich uktadach odniesienia — zaréwno
poruszajgcych sie jednostajnie jak i ruchem przyspieszonym — byto
gtobwnym bodzcem do opracowania ogolnej teorii wzglednosci.
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Czasoprzestrzen jako element ogolnej teorii
wzglednosci

Theory of Special Relativity - STW rozwinieta przez Einsteina (1905r.)
dotyczy jedynie uktadow inercjalnych, natomiast Theory of General
Relativity — OTW A. Einsteina (20.03.1916r.) uwzglednia takze uktady
poruszajgce sie ruchem przyspieszonym.

W (W-10) stwierdzilismy, ze dla kazdego obiektu wazne pojecia to —
grawitacja | bezwfadnosc, ktore wigzg sie scisle z masg obiektu, ktora jest
miarg ilosci materii w min zawartej.

e Pojecie masy zwigzane jest z bezwfadnoscig czyli zdolnoscig ciat do
przeciwstawiania sie zmianom ich ruchu (Il zasada Newtona - ciato dgzy do
zachowania stanu spoczynku), stgd okreslenie masy jako tzw. masy bezwitadnej.

e Z drugiej strony grawitacja to oddziatywanie obserwowane jako przycigganie mas
W postaci sity ciezkosci (prawo grawitacji Newtona, 1687 r. — sita przyciggania jest
wprost proporcjonalna do iloczynu mas a odwrotnie proporcjonalnej do kwadratu
ich odlegtosci), stad okreslenie masy jako tzw. masy ciezkiej.

Ale dlaczego dwa ,rozne” okreslenia jednej fizycznej masy ??7??
14



STW — predkos¢ swiatta jest predkoscig graniczng daje fundamentalne
stwierdzenie, iz przestrzen i czas nie sg absolutne. Ma to istotne dwie konsekwencje
dotyczgce zatozen dla praw Newtona.

| — odnosnie zatozenia Newtona, ze grawitacja jest sitg dziatajgcg natychmiastowo,
CO oznacza, ze sygnat badz energia przekazywane sg natychmiast od masy m, do
masy m..

W ten sposob naruszone jest jedno z podstawowych zatozen teorii wzglednosci, ze
zaden sygnat (zadna postacC energii) nie moze sie rozchodzi¢ z predkoscig wiekszg
od predkosci swiatta.

Il — odnos$nie zatozenia Newtona, ze mozliwe jest oddzielnie traktowanie masy:
wystepujgcej w prawie powszechnego cigzenia oraz masy z Il zasady dynamiki
(masa ciezka | masa bezwtadna).

OTW - ,uwalnia” nas z powyzszych zatozen Newtona opisujgc geometrie
czasoprzestrzeni (space-time geometry) oraz to jak masy i przyspieszenie
oddziatujg z czasoprzestrzenig i jak jg zaktdcajq.

Grawitacja nie jest sitg dziatajgcg miedzy dwoma ciatami, lecz jest wynikiem
oddziatywania kazdego ciata z efektami, jakie inne ciata wywierajg na
czasoprzestrzen go otaczajgca.
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Zasada rownowaznosci

Wyobrazmy sobie, ze lecimy statkiem kosmicznym ze statg predkoscig
wzgledem Ziemi i gwiazd — w statku mamy stan niewazkosci, wszystko
moze sie swobodnie unosic, nie ma pojecia ,gora”, ,,dot”.

>>> Wigczamy silniki >>> pojawiajg sig¢ efekty podobne do grawitacji.
Sciana przylegajgca do silnikow naciska na wszystkie obiekty wewnatrz
kabiny i staje sie podtogg, natomiast przeciwlegta staje sie sufitem.

Gdyby przyspieszenie a osiggneto wartosc¢ g to pasazerom wydawatoby
sie, ze statek nie porusza sie a stoi na powierzchni Ziemi.

Zasada rownowaznosci gtosi, ze obserwacje
czynione w przyspieszajgcym ukfadzie
odniesienia sg nieodrdznialne od analogicznych
obserwacji w zwyktym polu grawitacyjnym.

16



Zakrzywianie swiatta przez mase

Wyobrazmy sobie, ze do statku kosmicznego poruszajgcego sie ruchem
przyspieszonym wpuscimy poziomo promien swiatta — co widzi obserwator:

A) dla obserwatora spoza statku promien bedzie sie poruszat po linii prostej
B) dla obserwatora wewnatrz swiatto porusza sie po linii zakrzywionej w dot

Wedtug Einsteina swiatto nie ma masy, ale ma energie -> pole grawitacyjne
przycigga energie swietlng, gdyz jest ona rownowazna masie

To byt pierwszy krok do sformutowania ogolnej teorii wzglednosci:

—> sSwiatto zakrzywia swoj tor, gdy sie porusza w zakrzywionej
czasoprzestrzeni

—> zakrzywienie przestrzeni zwigzane jest z obecnoscig masy.

Einstein przewidziat, ze Swiatto gwiazd przelatujgc blisko Stonca odchyla sie o kat
rowny 1,75 sekundy. (Pomiary takie przeprowadza sie podczas kazdego zacmienia
Stonca od 1919 r. — wykonuje sie fotografie gwiazd i poréwnuje ich potozenie
z zarejestrowanym w nocy) - odchylenie jest zgodne z przewidywaniami. 17



Z obserwacji astrofizycznych wiadomo, ze foton (neutrino) przebiegajac
w poblizu gwiazdy zakrzywia swoj tor. Zakrzywienie to, w przypadku
fotonu, wynika z oddziatywania grawitacyjnego fotonu z gwiazda, czego
nastepstwem jest zmiana jego czestosci.

Energia catkowita fotonu oddziatywujgcego
Z polem grawitacyjnym wynosi:

E=hv'=hv+E,(r)

GMm_ GMhv
r rc?

E,(r) = -

hv' — hv GM v —v GM
R vl =——=-2" 106 dla Stonca
hv rc v re

Nastepuje przesuniecie czestosci fotondw ku czerwieni — czestosc fotonow maleje.



Grawitacja | czas — grawitacyjne przesuniecie ku czerwieni

Zgodnie z teorig wzglednosci grawitacja powoduje spowolnienie czasu.

Wyobrazmy sobie trzy zegary jak na

rysunku obok:

e Zegar pierwszy i trzeci pokazujg ten
sam czas bo sg nieruchome
wzgledem siebie.

e /egar drugi zachowuje sie inaczej — porusza sie wzgledem ziemi |
dlatego jego czas ptynie wolniej = czyli mimo ze zegary 1 i 2 znajdujg
sie w tym samym uktadzie odniesienia ich wskazania nie sg zgodne.

Na zegar 2 (brzegowy) dziata sita odsrodkowa i to ona jest
powodem wolniejszego chodu tego zegara

19



Korzystajgc z zasady rownowaznosci, w mysl| ktorej kazdy efekt zwigzany
Z przyspieszeniem ma swoj odpowiednik grawitacyjny — musimy dojs¢ do wniosku,
ze ruch w kierunku zgodnym z polem grawitacyjnym musi powodowaé
spowolnienie czasu.

Dotyczy to wszystkich zegarow: fizycznych, chemicznych i biologicznych.

« Urzedniczka pracujgca na parterze wiezowca starzeje sie wolniej jak jej
blizniaczka pracujgca na ostatnim pietrze.

« Dotyczy to réwniez atoméw — atom na Stonicu powinien emitowaé Swiatto o
nizszej czestotliwosci jak taki sam na Ziemi - grawitacyjne przesuniecie ku
czerwieni

W tym miejscu nalezy podkresli¢, ze czas jest wzgledny zarowno w szczegolnej jak
| 0golnej teorii wzglednosci. Ale ... w obu teoriach nie jest mozliwe wydtuzenie
wtasnego zycia.
Dtugosc¢ zycia innych ludzi moze ci sie wydawac wieksza, o ile podrozujg z duzymi
predkosciami, lub gdy znajdujg sie w silnym polu grawitacyjnym.
DtugosS¢ naszego zycia moze sie zwiekszy¢ ale tylko z punktu widzenia innych
ludzi.

Zmiany czasu sg zawsze postrzegane przez innych

20



Grawitacja, przestrzen i nowa geometria

Popularne prawa geometrii euklidesowej [takie jak stosunek obwodu kota do jego srednicy
jest zawsze rowny 11, suma katow w trojkgcie rowna jest 180° ...] majg zastosowanie do
réznych figur rysowanych na kartce papieru. Prawa te odnoszg sie do przestrzeni ptaskiej.
Jesli takie figury narysujemy na powierzchni zakrzywionej to ...

218

ao+pP+y =180° b a+B+y>180° ¢  a+B+y < 180°

Matematyczny opis tego typu geometrii (tzw. geometrii nieeuklidesowych) podat B.
Reimanna (1854r.), tzw. geometrie reimannowskie - wielowymiarowe uogolnienia
klasyfikacji geometrii rozniczkowej na dwuwymiarowych powierzchniach (zapoczgtkowanej

przez C.F. Gaussa).

N
Interwat przestrzenny:  ds® = Z Gy dxHdx”
JTRY;

tensor metryczny

Promienie Swietlne przebiegajgce miedzy trzema
planetami wyznaczajg trojkgt. Poniewaz w poblizu
Stonca ulegajg zakrzywieniu, suma kagtéw
w tym tréjkacie jest wieksza od 180° =




Geometryczne podejscie do teorii grawitaciji

Geometria euklidesowa - przestrzen jest ptaska (wystepuje w prawach
Newtona). Jej cechy: linia prosta jest najkrotszg odlegtoscig pomiedzy dwoma
punktami, suma katow kazdego trojkgta wynosi 180 stopni, linie rownolegte
nigdy sie nie przecinaja.

OTW kwestionuje te koncepcje. Tylko
pusta przestrzen jest ptaska (euklide- &
sowa). Obecnos$é masy lub energii, 5=
zakrzywia czas | przestrzen wokot
niej.

Ruch kazdego ciata posiadajgcego
mase jest reakcjg na zakrzywienie
czasoprzestrzeni.

Teoria grawitacji Einsteina wyraza sie Niia., <. T
przez rownanie tensorowe mowigce w ”ﬁiﬁiii-“““‘“‘
jaki  sposOb  masa zakrzywia === e e e e e e e =

czasoprzestrzen wokot niej. 2



Einstein field equations

opisuje jak zmienia opisuje jak liczy¢ zrédto dodany przez Einsteina
sie krzywizna z pkt. odlegtosc¢ przy danej zakrzywienia dla zachowania
do pkt. krzywiznie w pkt. czasoprzestrzeni  stabilnosci wszechs$wiata
R, - tensor R -skalar g,tensor G - stata grawitacji T, -tensor A — stata

krzywizny Ricci  krzywizny metryczny Newtona energii-pedu  kosmologiczna



Czarne dziury — jesli obiekt jest dostatecznie gesty, to zapada sie pod
wptywem witasnej grawitacji i jest otoczony horyzontem zdarzen. Cokolwiek
znajdzie sie w jego wnetrzu, nawet swiatto, nie moze uciec spod wptywu
przyciggania grawitacyjnego czarnej dziury (Karl Schwarzschild — 1916).

.

o

—X

ostatnia stabilna orbita

horyzont
zdarzen

| — ’, osobliwosé

gwiazda
neutronowa

zakrzywiona
czasoprzestrzen



Ogodlna teoria wzglednosci odgrywa duza role
w dziale astrofizyki zwane] kosmologig — nauce

0 powstaniu, rozmiarach | budowie Wszechswiata
Wyjasnia ona takie zjawiska jak:

= zwiekszenie dlugosci fali przy emitowaniu swiatta przez ciata o duzej
masie,

= zakrzywienie promienia swietlnego przechodzgcego w poblizu
powierzchni Stonca w kierunku srodka Stonca,

= czy tez mechanizm powstawania tzw. "czarnych dziur”.

Natomiast w petni poprawnie za pomocg teorii grawitacji Newtona opisujemy:

» oddziatywania ciat w uktadzie stonecznym

= orbity komet i asteroidow

* stnienie innych nie odkrytych planet

= tory sond wysytanych w kierunku Ksiezyca i Marsa

Pole grawitacyjne tych ciat jest bardzo stabe i czasoprzestrzen w ich poblizu
jest prawie ptaska. 25



Podsumowanie:
Mechanika relatywistyczna

« masa m=ym, zalezy od ukfadu odniesienia z jakiego jest obserwowana, jest
rowna m_ w uktadzie w ktorym ciato jest w spoczynku;

* ped p=ym,v w odroznieniu od ujecia klasycznego rosnie nieliniowo z predkoscig;
« sita F=mdv/dt+vdm/dt — dla predkosci zblizajgcego sie do predkosci swiatta staje
sie nieskonczenie wielka;
 energia kinetyczna E,=(m-m,)c?
« energia catkowita E=mc? — nie zawiera energii potencjalnej i jest rownowazna
masie
Ogodlna teoria wzglednosci — teoria grawitacji:

 zgodnie z zasadg rownowaznosci, obserwacje czynione w przyspieszajgcym
uktadzie odniesienia sg nieodréznialne od analogicznych obserwacji w polu
grawitacyjnym,

 masa i przyspieszenie zakrzywiajg czasoprzestrzen i w pewnych warunkach sg
one nierozrdznialne,

» zakrzywienie swiatta przez mase - wg. Einsteina swiatto nie ma masy, ale ma
energie -> pole grawitacyjne przycigga energie Swietlng, gdyz jest ona
rownowazna masie,

« grawitacja jest wynikiem zakrzywienia czasoprzestrzeni wywotanym lokalnym
rozktadem energii (mas).
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