rosze o uwage




13. Drgania swobodne

* pojecie drgan

- drgania harmoniczne

* drgania swobodne

* energia drgan

« skitadanie drgan harmonicznych
* dudnienie
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Podstawowe definicje |

drgania — procesy, w ktorych dana wielkos¢ ol
fizyczna na przemian rosnie i maleje A f

drgania swobodne — gdy uktad, na ktory
nie dziatajg zmienne sity zewnetrzne, zostanie
wyprowadzony z potozenia rownowagi

okresowy ruch drgajacy (periodyczny) — jezeli wartosci wielkosci
fizycznych zmieniajgce sie podczas drgan, powtarzajg sie w pewnych
odstepach czasu

drgania harmoniczne — gdy przyspieszenie uktadu jest proporcjonalne do
przemieszczenia i skierowane w kierunku potozenia rownowagi (wykres
drgan opisany jest wowczas funkcjg trygonometryczng sin lub cos)

oscylator harmoniczny — uktad wykonujgcy drgania harmoniczne
np. wahadto, obwdd LC



Okres i czestotliwosc¢ drgan

= okres (ang. period), oznaczamy T — czas wykonania jednego
petnego drgania (jedn. sekunda [s])

= czestotliwosc¢ drgan (ang. frequency), oznaczamy f — liczba
drgan (oscylacji) w jednostce czasu (jedn. herc [Hz])

= zaleznos¢ miedzy czestotliwoscig i okresem:
f=1/T stgd 1 Hz=1s1

= czestosc katowa (kotowa), oznaczamy @ — jak szybko powtarza
sie dane zjawisko okresowe

= zaleznosci miedzy @, a czestotliwoscig f i okresem T wynosza:
w = 2n/T w = 2m f

= dla drgan swobodnych przyjmujemy oznaczenia z indeksem 0

Wy, Ty, fo



Charakterystyka ruchu harmonicznego

Rozpatrzmy ruch masy m zawieszonej na sprezynie o statej sprezystosci k.
W tym przypadku sita wypadkowa F jest proporcjonalna do wychylenia

| skierowana w kierunku potozenia rownowagi: F=—k(x—xq)
d2x k — stata sprezystosci
m-——=F X,- potozenie rownowagi
dt? Xt e
F=—-kx
m@——kx X,=0 v £= Tk
dt? F = —kX

d%x k k d?x ,
— =——X = 07N wyg= |— — .o — TWo X
dt2 m 9 m dt? 0

Otrzymalismy rownanie rézniczkowe drgan harmonicznych, ktorego rozwigzanie to:

x =Asin(wgt+ ¢p) 5



Swobodny oscylator harmoniczny

wychylenie

czestosc faza
katowa / poczatkowa
z potozenia rownowagi x

s(t) = Asin(wyt + ¢g)

S, X, o,/

amplituda - maksymalne

wychylenie

s(0) = A sin(¢o)

>

s(t) |

[\

~

¢ - faza drgan

Z okresowosci funkcji
sin(a) wynika:

wo(t + Ty) + Py = wot + ¢y + 21

LN

v

= 2T
O_wo

T, — okres drgan
6



Rozwiagzania rownania rézniczkowego
drgan harmonicznych

rozwigzanie:
d*x 4 d*x
qrz . %oX F+w0x:0 x = Acos(wy t + ¢p)
- rbwnanie drgan dx _
v=—=—Awosin(wygt+ ¢g)
dt
state A, ¢, wyznaczamy x(0) = xq xo = A cos(¢po)
z warunkow poczatkowych (0) = v, vy = —A wosin(dg)
—Vy UOZ
stad: 9(4o) XoWq A= \/xo + e
Opis drgan przy pomocy liczb zespolonych: z = A e H@ot+¢o)

z=A[cos(wyt+ ¢py) +isin(wyt+ ¢py)] x = Re(z) = Acos(wy t + ¢p)



Ruch harmoniczny, a ruch po okregu

Wektor o dtugosci A obracajacy sie Metoda wykresow fazowych

z predkoscig katowg g Wektor o dlugosci A rownej

N | amplitudzie drgan i kgcie nachylenia
Y ' do osi OX réwnym fazie drgan ¢,. Jego
« potozenie w czasie ulega zmianie,
coo\\\ ! bo ¢ = w,tt+¢,
A : A
Cl)oti'l‘ o y

A

Rzut wektora A na kierunek OX:
x(t) = Acos(wgt + ¢Pg)

v



Przykiad:
Wahadto matematyczne

Masa punktowa m zawieszona na nierozciggliwej, niewazkiej nici o dtugosci L

le=M

| = mL? — moment bezwladnosci

M = —Lmgsinf — moment sity
d*6 , drgania nie sg
[ =7 = ~Lmgsint  parmoniczne
. . d?0 g
Dla matych katow (6<15°) sin6~6 —=—=0
dt? L
Q = mg
d?0 g d?x g
— T —U = - —— 2y = —)> =\ |7
dt2+L9 0 dt2+a)ox 0 W, 7
L
0 = Acos(w,t + ¢,) T, =2m |—



Energia oscylatora harmonicznego

Rozpatrzmy energie zaby bujajacej sie na sprezynie

Energia kinetyczna

x = Acos(wgyt) P =0
2
mv- _ m . dx
Ey = > 3142605 sin?(w,t) V== —A wosin(wg t)
Energia potencjalna _ |k k
Jap J @0~ |Im E =§A2 sin?( w,t)
X X
kx? .
E, = —dex=jkxdx=T=—A cos“(w,t)
0 0 [
1,42
Energia catkowita 5 2 Fc
R Ep pr
E.=E +E, g
=
kA? . 5 kA? w =
T(sm (wyt) + cos“(w,t)) Sooh k
Energia kinetyczna zmienia sie w energie I%TI | %IT | '%Tl | ':r
potencjalng zmagazynowang w sprezynie



Oscylacje wzgledem potozenia rownowagi

Energia oscylatora w funkcji potozenia klocka Potozenie rownowagi okresla minimum
energii potencjalnej.
E (I

; + : Sita zwrotna F jest skierowana do
\ T ' potozenia rownowagi — rownowaga trwata.

Ecalouta \\/ przypadku rownowagi nietrwatej drgania
nie wystepuja.

Kulka na powierzchni miski

—A Potozenie L +I "X (m)
Punkt réwnowagi Punkt \ A/
zwrotny zwrotny

F=0
—».4—

(a) Trwate potozenie réwnowagi (b) Nietrwate potozenie rownowagi

11



Wahadto Galileusza

Wahadto matematyczne o masie m i dtugosci L oraz gwozdz w odlegtosci

X 0d osi obrotu ot . L .
Gwozdz  wbity  ponizej  punktu

zaczepienia wahadta powoduje, ze
jego dtugos¢ ulega efektywnemu
skroceniu przy przejsciu potozenia
rownowagi.

Sity reakcji wiezow nie wykonujg
jednak pracy — nie majg wptywu na
bilans energii. Wysokos¢ na jakag
wznosi sie wahadto nie zmienia sie
przy zmianie dtugosci nici:

E. = E, + E,= const

E,=0 E.= mgh




Sktadanie drgan o jednakowych czestosciach
metoda wykresow fazowych

Rozpatrzmy dwa drgania o réznych amplitudach i przesunieciach fazowych:

x; = A cos(wyt + ¢q) y 4

Xy = A, cos(w,yt + ¢p5)

W wyniku superpozycji otrzymujemy drganie
o amplitudzie A i przesunieciu fazowym ¢:

x =x, +x, =Acos(w,t + @)

Amplitude okreslamy z prawa cosinusow:

A? = A% + A% — 24,4, COS[TC - (¢2 - ¢1)]

A% = AT + A5 + 24,4, cos(¢p, — ¢1)

Przesuniecie fazowe z tangensa kata:

_ A;sing; + A;sing,
A4 cos¢, + A,cosp,

tgo

v
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Dudnienia

Destruktywna
interferencja

N

A

ztozenie dwoch drgan rownolegtych
nieznacznie rdéznigcych sie czestosciami

M
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x; = Acoswqt Wy — W1 W1 +w2t)

X=Xx1+x x = 2A cos t) cos
X, = Acoswyt 1 & ( 2 ) cos( 2
1 3 2T
x = 24 cos(5wqyq t) cos(wg t) We = 3lwg + W, T = Pl
1 _ 2T
Agua = |24 COS(Ewdud t) Wayg = lwy — wq| Toug =
Wdud

y(cm)y T

%i\f\/\ /\/\M/\ /\/\/\ g ’ x
AV =

=20 i | i

Taua R Czas (s)

{k
N
o




Skladanie drgan wzajemnie prostopadtych

o jednakowych czestosciach i réznych fazach
x =Acoswt X

—=cosSwt ; —=coswtcospd —sinwt sin
y =Bcos(wt+ ) A ¢ ¢
2 2
X 2 X< 2xy y .
sinwt =+/1— (coswt)? = 1—(2) F—Ecos¢+ﬁ=sm2¢
dla ¢=0 dla g=n cosp =—1,singp =0
cos¢p =1,singp =0 B
= ——X
Y=
x? 2xy y? "
. = y
a2~ ag Tz~ sl
X Y\?2
G5 =° ;
A @\ X .
B A x X
y=Zx |
rownanie prostej / B
16

DF-5,6



Skladanie drgan wzajemnie prostopadtych

o jednakowych czestosciach i réznych fazach
x =Acoswt X

—=coswt ; —=coswtcosp —sinwt sin
y =Bcos(wt+ ) A ¢ ¢
2 2
X\ 2 X< 2xy y /o
1 = — 2 — — | — - T T = + —_— —
sinwt =+/1— (coswt) 1 (A) 12 AR cos ¢ pz = Sin ¢
dla ¢ = /2 _
dla ¢ = n/4 elipsa, ale o gtdwnych
cos¢p =0,singp =1 ag=m osiach pod katem do OX
2 2
X
_ /| y_ — 1 y A y A
A?  B?
B B 10 }
rownanie elipsy ‘
gdy A = B to kota X A / .
-A A x A x
B N --B 17




Krzywe Lissajous

Sktadanie drgan prostopadtych o jednakowych amplitudach, ale o réznych czestosciach i fazach

x = Acosawt
y=Acos(bwt+ )

0) 0 YL w/2
b:a

1:A 1:1 11

) w2 w/2 w/2

1:2. 2:3 34

Ogoalnie ksztatt krzywych Lissajous zalezy od stosunku
amplitud, czestosci i przesuniec¢ fazowych drgan.




Podsumowanie
= Drgania to procesy, w ktorych dana wielkos¢ fizyczna na przemian rosnie
| maleje

= Drgania harmoniczne opisane sg funkcjg trygonometryczng
np. s(t) = Asin(wyt + ¢y)

« Parametry opisujgce drgania (amplituda, faza poczatkowa, czestotliwosc,
faza, czestosc kotowa, okres)

= Dla drgan harmonicznych przyspieszenie uktadu jest proporcjonalne do
przemieszczenia i skierowane w kierunku potozenia rownowagi m a = —k x

= Dla drgan swobodnych energia kinetyczng zamienia sie w energie
potencjalng a ich suma pozostaje stata

= Jak sktadamy drgania:
= 0 jednakowych czestosciach — metoda wykresow fazowych
= rownolegtych o réznych czestosciach (co to sg dudnienia)

= wzajemnie prostopadtych — krzywe Lissajousa =
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