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14. Drgania wymuszone - rezonans

Harmoniczne drgania nieswobodne:

« drgania ttumione

« drgania wymuszone

* rezonans

- drgania o kilku stopniach swobody
- drgania normalne
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Przykiady drgan

Drgania ttumione

1T 2T 3T 4T 5T 6T 7T
Czas (s)




Rownanie drgan ttumionych

W przypadku dziatania sit oporu proporcjonalnych do predkosci ciata

dx
Ft — _bv - _ba
Réwnanie ruchu a%x =F rzyjmuje postacé A k b dx
mo2 = przyjmujé p mo oz = TRX =0
d’x bdx k d2x dx b . "
L T =0 ot —0 _ b - wspdiczynni
dt?2 mdt m dt2 3 'B + Wy B 2m  ttumienia

Dla stabego ttumienia, gdy (8 < w,), rozwigzanie tego rownania jest
postaci:

x = Ay e Ptcos(wt+ @) gdzie w? = (w3 — p?)



Drgania ttumione

s =A,e Ptcos(wt+ )

amplituda malejgca % czestosc drgan ttumionych
wyktadniczo w czasie

2T
. w = /wg—ﬁz T:I>TO

~ / logarytmiczny dekrement ttumienia

—
Sy

A
A =1In

- - n

l *2 /\ . An+—1ﬁt
t = In of =

g Aoe—ﬁ(t+T)
AV \ =nefT =T

- T A=—-Ae Pt okresla szybko$¢ zmniejszania sie

\
7Y
v

~ amplitudy drgan



Ruch aperiodyczny w? = (0 — B2)

Wartos¢ wspotczynnika ttumienia ma silny wptyw na charakter zmian drgan harmonicznych

Dla stabego ttumienia (g < w,) — ttumienie podkrytyczne

szybkie ttumienie

Dla silnego ttumienia (g = w,) - tlumienie krytyczne } ruch aperiodyczny
drgan

(B > w,) - ttumienie nadkrytyczne

Czas (s) 6



Drgania wymuszone

= aby zapobiec ttumieniu drgan nalezy skompensowac
straty energii

= przyktadamy do uktadu drgajgcego harmoniczng site
wymuszajgcg lub site elektromotoryczng

F=Fcoswt V=V coswt
réwnanie ruchu imuj A d*x dx
przyjmuje postac: m<Z = —kx — b=+ F, cos wt
d?x dx _ F, , : ,
— + 2/3_ +wlx =x,coswt gdzie x,=-—  rownanie drgan
2 dt m - wymuszonych

d?z dz

rownanie drgan wymuszonych
4—2ﬁ———+wn z = x,e
dtz (0] (0]

W postaci zespolonej

wt



Rozwigzanie rownania drgan wymuszonych

d?z dz . dz d?z
2 t - i . j
12 + 2,8—t + w5z = x,et? Fri iQz,e™ = i20%z,e" M

Rozwigzania tego réwnania z(t) szukamy w postaci

drgania harmonicznego o amplitudzie z, i czestosci 2: Z = Zoe‘m

—0?%z,e"M + 2Bi0z,e" + w2z, et = x e'®t
Réwnanie to musi by¢ spetnione dla kazdej chwili czasu, wiec Q = ©
Xo xXo(w§ — w?) n —2pwx, .
= = l
(w2 — w?2) +2ifw (Wi—w2)?+4B2w%2 (Wi — w?)?+ 4B2w?

korzystajac z definicji liczby zespolonej Zo = |20 - €'? = |z,|(cos ¢ +ising) =a+b i
Wyznaczamy amplitude i faze drgan wymuszonych:

X - )
A=|z,| = (12 & p2 T p? = 0 tap = sing Pw

V(w2 — 02)2 + 4p21?2 Ccosp  wi — w?

Zo

2=z, | - e ei¥t =z | - ell@LEP) s =Rez =|z,| - cos(wt + ¢)
8



Whioski el AN ;

stan ustalone drgania
nieustalony wymuszone

= po poczatkowym, nieustalonym stadium procesu
nastepujg ustalone drgania wymuszone

= drgania wymuszone odbywajg sie z czestoscig sity
wymuszajgcej @

= amplituda tych drgan zalezy od amplitudy ~ , _ *o

sity wymuszajgcej, jej czestosci \/(wg — 02)2 + 42?2

| parametrow uktadu drgajgcego

- faza drgan zalezy od czesto$ci sity wymuszajgce; _—2pw




Wiasciwosci ustalonych
drgan wymuszonych

a) Sita wymuszajgca o matej czestosci
A = Xo Xo
JW2 —?)? + 4257 @5

b) Rezonans o ~ o,

dA ) )

%=O:~wr= (1)0—2,8 = Wy
X

A, >

J— xo (=~
28 w2 — B2 2Bw,

c) Sita wymuszajgca o duzej czestosci

X X,

V(@F— w2)? +4p7T?

w2

tge \
0 iwo >
0<<o,
—2fw
tgp =—F——-5->0=>¢-0
w; — W

zgodnoééofazy sity z wychyleniem

czestosc rezonansowa

T

—
tgp = — > —oo z¢—>—§

p

wychylenie opdznia sie w fazie o n/2

O>>0,

2p
tg¢=?—>0:»¢—>—n

: LN : 10
wychylenie opdznia sie w fazie o &t



Amplituda drgan wymuszonych
w funkcji czestosci sity wymuszajacej

odchylenie x,
statyczne w_g

11



Dobro¢ ukiadu rezonansowego

Zdolnos¢ do wzmacniania sygnatu — ile razy amplituda w rezonansie jest
wieksza niz w obszarze czestosci nierezonansowych

P

LI\)

Amplituda drgan 2
|
}I\J

f

w
0
Czestosc kotowa sity wymuszajacej

Dobro¢ uktadu zdefiniowana jest jako stosunek witasnej czestosci kotowej oscylatora
do szerokosci krzywej rezonansowej
Q= w,/Aw

12



Przykiady rezonansu

= Wahadta zawieszone na rozpietej miedzy dwoma
statywami nitce. Wahadto A przekazuje energie
drgan do wahadta B, bo wahadta A i B majg ten
sam okres drgan wlasnych, wahadto C ma inny.

= warunkiem rezonansu jest rownosc¢ okresow drgan
wiasnych ciat rezonujgcych.

N

13



Niebezpieczne skutki rezonansu

DISASTER!
The Greatest

Camera Scoop

W 1940 r. most w Tacoma w stanie Waszyngton ulegt zniszczeniu.

14



Drgania o wielu stopniach swobody

0.0 1
0.005 1
0t
-0.005

0.01

0.015 ‘I

_D-Dz - \’

-0.025

Wahadto sprzezone

—D.DB 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
005 004 003 002 001 0 001 002 003 004 005

Uktad fizyczny ma N stopni swobody, jesli do opisu procesow
w nim zachodzgcych trzeba uzyc N wielkosci niezaleznych
15



Drgania normalne oscylatora
o dwoch stopniach swobody

-

dle dijl k o SR
m dtz = —ka[ + k(xz T xl) = _kal + kXZ dtz = _qul 1 A/ /
2
m——7 = —kx; — k(xp = x;) = kx; — 2kx; e J3Tm
= —k(x; +x _
ac’ ( 1 ? =t Y, =244 COS((U1t + ¢1)
2 —
d (x;tz Xz) — —Bk(xl - xz) q—’z = X{ — Xy LPZ = 2A2 COS(CUZt + ¢2)

Nowe wspotrzedne V., ¥, nazywamy normalnymi, a same drgania 6
drganiami wiasnymi czyli normalnymi



1
Y, =x; +x, X{ = 5 (W, +¥,) = A; cos(wt + ¢1) + A, cos(w,t + ¢P5)

1
Y, =x; —x, X2 =3 (W; —¥,) = Ay cos(wqt + ¢p1) — A, cos(w,t + ¢5)
Drgania oscylatora o dwdch stopniach swobody sg superpozycjg

dwoch drgan normalnych o réznych czestosciach wtasnych

wahadta drgajg z tg samg czestoscig w zgodnych fazach, przeciwnych kierunkach

Al =0=> X1 = —Xyp = Az COS((Uzt + ¢2)

wahadta drgajg z tg samg czestoscig w zgodnych fazach i kierunkach

AZ =0= X1 =Xy = Al COS((Ult + ¢1)

1 1
80000004 0000004 00000004
AYAYAYAYAYAYY:R AYAYAYA Y YAYAY. : 00008044
k % ~  k
X1 Xo




Dla uktadu o N stopniach swobody:

= istnieje N czestotliwosci wiasnych,
= uktad moze wykonywac¢ N drgan normalnych,

= dla drgan normalnych wszystkie elementy drgajg w tej
samej fazie, zas amplitudy drgan sg wzajemnie zalezne

Liczba stopni
swobody

1 |

2 /._\/\./
3 /\/\\./@%

¥y ¥, ¥




Drgania normalne struny (liny) rozpietej
wzdiuz osi x ze stalym naciggiem T

dla struny o skonczonej dtugosci L zamocowanej na obu koncach drgania
normalne odbywajg sie ze stata czestotliwoscig i amplitudg zalezng od potozenia

y(x,t) = A(x) - cos(wt + ¢) Tyt

= 7

z warunku zamocowania na poczgtku (x=0)
amplitude opisujemy funkcjg sin(kx)

v

y(x,t) = A, sin(kx) - cos(wt + ¢)
z warunku zamocowania na koncu (x=L)

sin(kL) =0 = k,L=nn

21
Ay=—="—" n=123,...
n

gdzie wielkosc¢ /1, jest o okresem przestrzennym zwanym dtugoscig fali
19



Drgania normalne struny (liny) rozpietej
wzdiuz osi x ze stalym naciggiem T

1= 21 B 2L L3153
n_kn_ - n=1273,...

1

pierwsze drganie normalne dlan =1 05
wszystkie punkty drgajg zgodnie w fazie e
0 0.2 04 x 08 08 1

. (T -0.57

A = 2L A(x) = A, sin (Zx) ]

1

drugie drganie normalne dlan = 2 e
2T 07 o7 04 « 08 o0& 1
/12 = I A(X) _ Ao sin (Tx> e 02 04 x 06 0.8 1

e

drugie drganie normalne dlan =3 1-

2 2oy = A sin [ 3T "
/13=§L (x) = 4o sin Lx 0% 02 04 x 06 08

0.5':

drgania normalne struny sg przyktadem E

powstawania tzw. fali stojgcej w strunie



Podsumowanie

- Pojecie drgan tlumionych, postac¢ drgan x = A,e Pt cos(w t + ¢)
| podstawowe parametry: czestotliwos¢, wspotczynnik ttumienia
| logarytmiczny dekrement ttumienia.

= Aby podtrzymac ruch ttumiony musi dziatac sita wymuszajaca.

= Drgania wymuszone zachodzg z czestotliwoscig wymuszenia,
a amplituda i faza tych drgan zalezy od czestotliwosci wymuszenia.

= Dla czestosci wymuszenia rownej czestosci drgan wtasnych zachodzi
wzrost amplitudy drgan — rezonans.

= W przypadku drgan o wielu stopniach swobody wprowadzamy pojecie
drgan normalnych — wszystkie drgania zachodzg z jednakowg czestoscia.

= Drgania wtasne (normalne) struny — fala stojgca.

21
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