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28. Fizyka kwantowa

Wprowadzenie do mechaniki kwantowej:

* pojecie mechaniki kwantowej

- funkcja falowa i jej interpretacja

« paczka falowa

* zasada nieoznaczonosci Heisenberga
* rownanie Schrodingera
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Mechanika kwantowa

= wiele eksperymentow przeprowadzonych na poczatku XX wieku ujawnito, ze
prawa rzgdzace ruchem atomow i elektronéw znacznie réznig sie od praw
mechaniki klasycznej do ktorej jestesmy przyzwyczajeni

= jako bazowe nalezy podkreslic tu omoéwione na ostatnich dwu wyktadach
wprowadzenie do fizyki z poczatkiem XX w. pojecia kwantu oraz przyjecie
dualizmu korpuskularno-falowego:

= Z jednej strony ruch czgstek masywnych w uktadach mikroskopowych odbywa sie
zgodnie z zasadami charakteryzujgcymi ruch falowy

= z drugiej strony fale elektromagnetyczne opisywane sg jak porcje energii — fotony
obdarzone pedem

= potrzebny byt opis zachowania sie elektronu 1 fotonu ujmujgcy wszystkie
powyzsze cechy materii i promieniowania — co stato sie poczgtkiem nowej
teorii — mechaniki kwantowe]

Mechanika kwantowa to dziat mechaniki zajmujgcy sie ruchem mikroczgstek,
ktérych stan opisany jest funkcjg falowg bedgcg rozwigzaniem réwnania Schrodingera



Funkcja falowa

Dotychczas przypisywalismy czastkom wiasnosci falowe podajgc
dtugos¢ fali materii de Broglie'a stowarzyszone] z dang czastka.
Jednak do petniejszego opisu wtasnosci falowych postugujemy sie
funkcjg reprezentujgcy fale de Broglie'a, tak zwang funkcjg falowg Y.

Kazdej czgstce materialnej przypisuje sie zespolong funkcje falowg
¥ (x,y,z,t) bedgcg funkcjg wspotrzednych i czasu.

Znajdujgc rozktad natezenia w obrazie dyfrakcyjnym mozna okresli¢
prawdopodobienstwo, ze elektron padnie w okreslonym miejscu
ekranu

Kwadrat amplitudy funkcji falowe] jest proporcjonalny do gestosci
prawdopodobienstwa P znalezienia elektronu w danym elemencie
obszaru

P~|¥|)?=Vy. .y



Wilasciwosci funkcji falowej

Prawdopodobienstwo znalezienia sie elektronu w objetosci dV=dxdydz

WYNOoSi |
PAV = |¥|2dxdydz  9dzie P2 =w. "

warunek unormowania
funkciji falowej tzn. prawdopodobienstwo catkowite = 1 j P2 dV =1
V

funkcja falowa jest jednoznaczna, ciggta wraz z pierwszg pochodng
| powinna by¢ ograniczona || <«

zasada superpozycji ¥ =¥, + ¥,

funkcja falowa W nie stanowi bezposrednio obserwowane] wielkosci.
Fale klasyczne | fale odpowiadajgce czgstkom podlegajg rownaniom
matematycznym tego samego typu. Lecz w przypadku klasycznym
amplituda fali jest bezposrednio obserwowana, a dla funkcji falowej V¥
nie jest obserwowana.



Wilasciwosci funkcji falowej

ktora z nizej przedstawionych funkciji spetnia wtasciwosci funkcji falowej ?

¥(a) —/ ¥(a) i
=

nieograniczona niejednoznaczna

(a) (b)

Y(z) /\\//\ < Y(z)

nieciggta
(d) pierwsza pochodna

spetnia wtasciwosci ¥
(c) °P



Postaé funkciji falowej ™

_h2m h
S 2mA, 2m°

Z hipotezy de Broglie’a: p, = h/4, Do p, = hk,

Funkcja falowa czastki o pedzie p, poruszajgcej sie wzdtuz osi x, odpowiada

rownaniu fali o dtugosci ), i wektorze falowym k,

¥ = Acos(k,x — wt) w2 |W|? = A% cos?(k,x — wt)
Y|4 4

(avaravel
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|
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Rzeczywista postac¢ funkcji falowej jest niewtasciwa bo istniatyby punkty,
gdzie nie mozna czgstki zaobserwowac. Lepsza jest postac zespolona.

Y = Aei(kox—a)t) |LIJ|2 — PrP — (Ae—i(kox—a)t))(Aei(kox—a)t)) £ AZ

Jezeli ped czgstki posiada okreslong wartosc, to czgstke mozna znalez¢ z jednakowym
prawdopodobienstwem w dowolnym punkcie przestrzeni. Inaczej moéwiac, jezeli ped
czgstki jest doktadnie znany, to nic nie wiemy o jej miejscu potozenia.



Rownanie Schrodingera

W sytuacjach stacjonarnych, gdy potencjat nie zmienia sie
W czasie, zmienne przestrzenne i czas mozna odseparowac
| zapisac funkcje falowg w postaci:

Y(x,y,zt) =¥(x,y, z)e

Postacé przestrzennej funkciji falowej, dla przypadku jednowymiarowego,
wyznaczamy z rownania Schrodingera:

42w m stacjonarne, jednowymiarowe

7 S\ [E — U(x)]¥ rownanie Schrodingera
X

gdzie: m — masa czgstki, E — catkowita energia mechaniczna czgstki,
U(x) — energia potencjalna w danym obszarze

d?x
rownania Newtona — fale dzwiekowe i fale w strunach dt? aZEy 1 aZEy
rownania Maxwella — fale swietine Ox2  c2 gt2

rownanie Schrodingera — fale materii (funkcja falowa)

i
m




Rownanie Schrodingera dla

czastki swobodnej A2y 2m
axz =z ET U
tylko
d2w om . om kinetyc%na
Ux)=0 == —7 = —FELP oznaczajgc | — /?E £ = r°
2Zm
dij 2 . . : . ikx —ikx
Tz = —k?y ktérego rozwigzaniem jest Y(x) = Ae"™ + Be

przyjmujgc B=0 (czgstka porusza sie w kierunku dodatnich x)
uwzgledniajgc zaleznos¢ od czasu otrzymujemy:

W(x,t) = P(x)e 0t = geilkx—wt)
Co oznacza parametr k?

AN L N a3y GoZB_Bm.
h? A2 2m R k p p

funkcjg falowg czgstki swobodnej jest fala ptaska
o diugosci A okreslonej zaleznoscig de Broglie’a

|LI_J|2 — PP = (Ae—i(kx—a)t))(Aei(k—a)t)) — A2



Paczka falowa

Jezeli jednak chcemy czgstke zlokalizowa¢ w okreslonym obszarze w przestrzeni
np. w przedziale o szerokosci Ax, powinnismy interpretowac jg jako paczke falowa.
Z matematycznego i fizycznego punktu widzenia mozna paczke falowa traktowac
jako zaburzenie typu falowego utworzone wskutek interferencji naktadajgcych sie
fal (funkcji falowych). Szerokos¢ paczki falowe] zalezy od szerokosci widma fal
sktadowych — im wiecej fal o roznych czestotliwosciach (dtugosciach, wektorach
falowych) ulegnie interferencji, tym wezszg paczke falowg one utworzg.

Fale ptaskie o réznych diugosciach Paczka falowa

Y = LIJ]_ + Lpz =z LIJ3 + LIJ4 + Lp5

3 /) V = X W rzeczywistosci fale te powinny
\/W\/\/‘\ mie¢ rozne amplitudy B(k)

U Re(¥)}

B)t £
AVAVAVAVAuS. Ll

k, k

. i

Szerokosc¢ paczki falowej Ax zalezy od
szerokosci widma Ak fal sktadowych.




Superpozycja fal monochromatycznych

Rzeczywista paczka falowa powstaje w wyniku superpozycji nieskonczenie wielu fal
o0 roznych dtugosciach (wektorach falowych), ktérym odpowiadajg rézne wartosci
pedu p = ik Stagd sumowanie zastepujemy catkowaniem.

(00)

X2
Y(x) = exp (— 402> exp(ik,x) = j B(k) exp(ikx) dk

X ] v\
wspotczynniki Fouriera

Amplitudy tych fal B(k), zwane wspotczynnikami ‘
Fouriera, dla ciggtego rozktadu dopuszczalnych fal B(k)
(dk) posiadajg postac funkcji Gaussa wokot wartosci
k, odpowiadajgcej pedowi elektronu p,

Pomiedzy funkcjg falowg YW(x), a wspotczynnikami
Fouriera B(k) istnieje scisty zwigzek




Predkosc¢ grupowa paczki

Szukamy zwigzku pomiedzy o a k

Klasycznie:
do hk = p  p? (hk)? h(k)?
Yo = Tk E=-— ho == w=——
dk hw =E m
dw _hk dw hk p b =
dk m o=k " m m_ Y s

Paczka falowa przemieszcza sie z predkoscig rowng predkosci czgstKki

W przypadku duzych predkosci rozwazania relatywistyczne dajg ten sam wynik:
EZ < EZ + 2C2

N Y _dw dE

9T Ak " dp

rézniczkujgc obie strony rownania

2EdE = 2pcidp




Paczki falowe materii

Dla czastki znajdujacej sie w chwili t=0 w okreslonym Re(Y)
obszarze przestrzeni kwadrat modutu funkcji falowej
przyjmuje postac funkcji Gaussa

X2
Y(x,0) = Aexp <— 1 2) exp(ik,x)
g

X

AN A
VAVIVRY

gestosci prawdopodobienstwa:

.
|W|? = A% exp (— > 2)

Ox

Nieoznaczonosc¢ potozenia czgstki ozna-

cza, ze potozenie czagstki opisanej dang

paczkg falowa bedziemy okresla¢ rozkta-

dem gestosci prawdopodobienstwa czyli
. G X

odchyleniem standardowym o, otrzyma- x Px

nej funkcji Gaussa. !




Fale prawdopodobienstwa

Powrdémy do dyfrakcji elektronu na dwdch szczelin.

Elektron jako
tzw. paczka
falowa
przechodzi
jednoczesnie
przez dwie
szczeliny

| interferuje
ze soba.




Paczka falowa
| zasada nieoznaczonosci Heisenberga

2
Rozktad gestosci prawdopodobienstwa ‘LP‘
dla czgstki danej paczg falowg w chwili t=0
_x%
2 _ A2, 202
¥ (x, 0)|2 = A% e y
\ Y0 )X
Ax = 20,

Znalezienie czgstki w punkcie x jest zdarzeniem losowym obarczonym niepewnoscig
AX. Jezeli z czgstkg zwigzana jest fala o dtugosci ), to niepewnosc¢ okreslenia poto-
zenia czgstki jest rzedu potowy dtugosci tej fali: Ax~A1/2.

h h

, ] / & L _h_n*h ] N\ . .
Wowczas: Ax = A= {/1 = p} =2 gdzie p = mv jest pedem czgstki.

Zaktadajac, ze nieokreslonosc pedu jest tego samego rzedu co ped, mamy Ap = p = mw.

Stad Ax - Ap = % lub scislej, w realnym scenariuszu: Ax - Ap = %

Szczegotowg analize tego problemu przeprowadzit W. Heisenberg w 1927r. wskazujac,
ze rzeczywiste ograniczenie niepewnosci pomiaru pedu i potozeni jest nieco mniejsze.



Zasada nieoznaczonosci Heisenberga

Wedtug Heisenberga rzeczywiste ograniczenie niepewnosci jednoc}:lzesnego

pomiaru pedu i potozeni czgstki obowigzuje w postaci. Ax- Ap > i
. T
czyli

A
dx-dp =

To ograniczenie obowigzuje takze dla innych par wielkosci
fizycznych. Przy okreslaniu energii czgstki E podczas
pomiaru trwajgcego At mamy:

h
AE- At = 5

gdzie AE jest niepewnoscig pomiaru energii czastki.

Werner Heisenberg
Nagroda Nobla w 1932

Zasada nieoznaczonosci nie odnosi sie bezposrednio do doktadnosci urzadzen, za
pomocg ktérych dokonujemy pomiaréw. Nawet w przypadku miernikow idealnych
zasada nieoznaczonosci funkcjonuje bez zmian, poniewaz ma ona swoje zrodto
w falowej naturze materii, reprezentowanej przez mechanike kwantowa.



Zasada nieoznaczonosci

/ jk\ il jk\
K, k k, k

> «—

AX AX

czym szerszy zakres k odpowiadajgcy wiekszemu rozrzutowi A4p,, tym
paczka falowa jest przestrzennie wezsza (mniejsze AX)

P
<«

1 Ap = hAk h dy Ap =0
Ax ~ — Ax ~ — gay Ap J
Ak = Ap to AX =
niemozliwe jest jednoczesne doktadne okreslenie wartosci czastka jest

wspotrzednej i pedu czgstki Ax - Ap,~h swobodna



Znaczenie zasady
nieoznaczonosci Heisenberga

p = hk
szerokosc¢ AX=1/Ak > Ax -Ap = h
paczki AS ~
fal ' E=hw
PO At=1/A0 —_— AE - At ~ h

Dziatanie S mozna okresli¢ z doktadnoscig statej Plancka r

N |

W rzeczywistosci AS >

Zasada nieoznaczonosci okresla granice mozliwosci naszych pomiarow.
Jest jednym z fundamentalnych twierdzen mechaniki kwantowej:
 wyjasnia dyfrakcje na szczelinie

* energie czgstek sg zawsze wieksze od zera

« elektron nie spada na jgdro atomowe



Zasada nieoznaczonosci Heisenberga
- przykiad zastosowania

Strumien elektronow ulega dyfrakcji na szczelinie o szerokosci d.

I Szerokosci  szczeliny jest rowna  podwojne;
' niepewnosci potozenie elektronu w kierunku x w
momencie przejscia elektronu przez szczeline d=2Ax.
Nie mozemy jednak okresli¢ doktadnie pedu elektronu
w kierunku poziomym. Ped w kierunku poziomym jest
statystycznie rozmyty, a wielkosC tego rozmycia
wynika z warunku dyfrakcji d - sin@ = 1.

A
p 4
_Mnozac nieoznaczonos¢ poziomej wspoétrzednej przez

Ap =p-sinf =

" nieoznaczono$é poziomego pedu, otrzymujemy:

Ao - A d A 1. p _ 3. h h
X - p == — 0 p— = —_ = — == —
W rzeczywistosci iloczyn ten 2~ d 2 24 2

; . ) h
moze by¢ 2 razy mniejszy czyli: Ax- Ap = 3

Pokazalismy, ze dyfrakcja elektronow na szczelinie jest konsekwencjg zasady
nieoznaczonosci Heisenberga. Jesli doktadniej chcemy znac¢ wartos¢ wspotrzednej,
to musimy za to zaptaci¢ wiekszym rozmyciem pedu, czyli im mniejsza szczelina tym
wieksze ugiecie wigzki elektronow — szerszy prazek dyfrakcyjny.



Rownanie Schrodingera

W naszych rozwazaniach ograniczylismy sie do przypadku stacjonarnego, jedno-
wymiarowego rownania Schrodingera. W ogolnosci jezeli potencjat U=U(X,y,z,t)
zalezy od czasu rownanie to dla trzech wymiaréw przyjmuje postac

A Y h? 5
ih—=——V*¥Y 4+ U¥
/e ot ZmT
Operator energii catkowite; Operator energii kinetycznej Operator energii potencjalne;
59 L R W
\ l dt | \_Zm 6X2+6y2+622 -~ 2m u |
| |
2
0 h A
ih—W = ¥ —o-VE+U=H
dt S~

Operator Hamiltona — ,hamiltonian”

HY = EV¥ najprostszy zapis rownania Schrodingera

Dzieki wykorzystaniu zapisu operatorowego uzyskuje sie klarowng formute
zawierajgcg w sobie skomplikowane funkcje matematyczne.



Kot Schrodingera — eksperyment myslowy

W pudetku znajdujg sie kot, licznik Geigera, fiolka z trucizng, mtotek i materiat
promieniotworczy. Gdy materiat radioaktywny ulega rozpadowi, licznik Geigera
wykrywa zmiane i zwalnia mtotek, ktory uderza w fiolke, roztrzaskujgc jg i uwalniajgc
trucizne. Uwolnienie trucizny powoduje smierc kota.

Materiat
promieniotworczy

-

(<

@
A

Licznik
Geigera

Trucizna
. =

Mtotek




Kot Schrodingera — eksperyment myslowy

Do momentu otwarcia pudetka obserwator nie moze by¢ pewien, czy kot w srodku
jest zywy, czy martwy, gdyz jego los zwigzany jest ze stanem atomu. Zatem kot
w pudetku jest jednoczesnie zywy i martwy do momentu otwarcia pudetka.

= mechanika kwantowa nie daje nam jednoczesnie informacji czy wyemitowana
przez atom promieniotworczy czgstka zostata zarejestrowana przez detektor, czyli
czy kot jest zywy czy martwy

= 7z zasady nieoznaczonosci Heisenberga wynika, ze mozemy okresli¢ albo predkosc¢
czgstki albo je] potozenie. W zamknietym pudetku wiemy, ze czgstka sie porusza
wiec nie znamy jej potozenia. Dopiero po otwarciu pudetka dokonujemy pomiaru
potozenia i wiemy gdzie jest czgstka, czyli jaki jest stan kota — zywy czy martwy

= Z eksperymentu myslowego sformutowanego przez Erwina Schrodingera w 1935 r.
wynika, ze nie mozna stosowac zasad mechaniki kwantowej do obiektow marko

= elektron jako czgstka klasyczna nie moze jednoczesnie przechodzi¢ przez dwie
szczeliny ale rozpatrujgc go na gruncie mechaniki kwantowe] jako mikroczgstke,
stwierdzamy, ze jako fala prawdopodobienstwa moze jednoczesnie przejs¢ przez obie
szczeliny i da¢ obraz dyfrakcyjny przedstawiajgcy prawdopodobienstwo pojawienia sie
elektronu w danym punkcie ekranu



Podsumowanie

Mechanika kwantowa — opisuje ruch mikroczgstek

Funkcja falowa — fale prawdopodobienstwa ,
(elektron jako paczka falowa) P = feilkx—wt)

Sens fizyczny funkcji falowej — gestos¢ prawdopodobienstwa
znalezienia sie czgstki w danym punkcie p|@]?=y .y

Rownanie Schrodingera — fale materii

Zasada nieoznaczonosci Heisenberga — Ax-Ap = h
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