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2. Wektory | skalary w fizyce

* operacje na wektorach:
* dodawanie,
°*  mnozenie;
» przyktady operacji wektorowych;
» uktady odniesienia;
 definicja | znaczenie pochodnej funkcji w fizyce;
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koniec

Wektory | skalary

Wielkosci fizyczne dzielimy na:
» wielkosci bezkierunkowe, zwane skalarami,

poczatek

N

kierunek =g "t
» wielkosci kierunkowe (wektorowe), \ moau

zwane w skrocie wektorami.

Skalar - wielkos¢ fizyczna catkowicie okreslona przez podanie jedynie jej wartosci
(wymiaru, jednostek) [temperatura - K, °C; dtugos¢ - m, cm; masa - g, kg]

Wektor - wielkoS¢ zorientowana w przestrzeni wymagajgca dla jej okreslenia poda-
nia zarowno wartosci (wymiaru) oraz kierunku i zwrotu (sita, przemiesz-
czenie, predkosc,...)

Podczas opisywania wielkosci wektorowych musimy podacC ich bezwzgledng
wartosc¢ liczbowa, zwang tez modutem, kierunek, zwrot i punkt przytozenia. Innymi
stowy, wielkosS¢ wektorowg mozna przedstawi¢ geometrycznie jako odcinek
skierowany, tj. odcinek lezgcy na okreslonej prostej, majacy okreslony poczatek |
koniec (a wiec okreslony zwrot), jak rowniez okreslong dtugos¢ wyrazajgcg w
pewnej skali bezwzgledng wartos¢ danego wektora (modut).

Wielkos$¢ wektorowg oznaczamy symbolem strzaflki a, AB

lub piszemy pogrubiong czcionkg a, AB



Dziatanie na wektorach

= geometryczne dodawanie wektorow a + b
= sktadowe wektorow

= wektory jednostkowe

= dodawanie wektorow na sktadowych

= mnozenie wektorow:
= lloczyn skalarny

= lloczyn wektorowy



Geometryczne dodawanie wektorow

Odejmowanie wektorow to
/ V dodawanie wektora przeciwnego

Szukamy sumy tych wektorow

taczne
przemieszczenie
jest sumag

¢ Wwektorowg
przemieszczen
sktadowych

Prawa dodawania;

przemiennosc¢ d+b=b+a
tacznose +b)+c=a+(b+c)



Przykl ad: Korzystajgc z prawa przemiennosci i tgcznosci dodawania
wektorow wyznacz wektor 7

P=d+b+¢
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sktadowe wektory

Skitadowe wektorow

a, 4,

Sktadowg wektora nazywamy jego rzut na wybrang os
np. X, y prostokgtnego uktadu wspotrzednych

Dany wektor a jest jednoznacznie
okreslony przez:

 wielkosci a1 0, Ilub

* sktadowe a, | a,

a, X Wielkosci te sg powigzane
zaleznosciami:;
a, =acosé
a
2 2 y
a=.a.+a tgo =~
a, =asing o a,

Z reguty dziatania matematyczne prowadzimy na sktadowych wektora



Wektory jednostkowe

Wektorem jednostkowym nazywamy wektor o dtugosci rownej 1,
skierowany w okreslonym kierunku.

W przypadku prawoskretnego uktadu wspotrzednych wektory
jednostkowe dodatnich kierunkéw osi x, y i z oznaczmy |, |,k

y
jlk -,\
I = = L
- > X a—ax-l-ay
k
Z 3=axi+ay]
i =(1,0,0) . : a=a,l+a,j
x| 2/ \a ) X
d=ad,+ad, i) é=(ax,ay)
d=a,i+a,j



Ukiady wspoitrzednych

Z 4 = uktad odniesienia - kartezjanski uktad
wspotrzednych prostokatnych

= uktad prawoskretny

= potozenie czgstki — podanie
wspotrzednych czgstki (wektor potozenia)

[
»

F=(y2)=x-1+y-J+zk

7, = (2,3,2.5)

XA=2, yA=3, ZA=2'5




Uktad sferyczny

= w ukfadzie sferycznym potozenie czgstki
okreslamy przez podanie:

= odlegtosci od srodka uktadu r

= kgta azymutalnego ¢ w ptaszczyznie
Y XY

= kata biegunowego 0 jaki tworzy wektor
r dodatnig potosig OZ

v

zwigzek pomiedzy wspotrzednymi r=(r¢0) fa = (3 Z' Z)
uktadu kartezjanskiego i sferycznego
x =1rsinf cos ¢ x = 3sin45°cos45° =3 - \/—f \/—le,S
y = rsinf sin ¢ y = 3sin45°sin45° =3 - g §=1,5
Z =1rcos6f Z=3COS45°=3°§=2,12

= (1.5,1.5,2.12)



Dodawanie wektorow na skitadowych

a

@, a,,a,)
F:é‘l‘E F:(rxlrylrz)

b=(b,,b,b,)

skoro wektor # jest taki sam jak wektor (@ + b) to

| ich sktadowe muszg byC jednakowe

fe=3a,+b, a=(2,-1,3) } .

r, :ay+by
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r,=a,+b,



Przykiad - dodawanie sit

Na dwéch linach zawieszona jest kula na ktérg dziatajg trzy sity (4, B, ()
Oblicz site wypadkowg dziatajgcg na kule.

~

— ) \
B=(-21)  F=A+B+¢ B A —~
C=(O -2) )

O
F,=a,+b,+cy=2—2+0=0 c

F = (0,0)
Fy=ay+by+cy=1+1—2=0

Zarowno dodawanie geometryczne jak i dodawanie sktadowych wektorow
daje ten sam wynik. Sita wypadkowa jest rowna zero — kula wisi w spoczynku.



Wektor potozenia

= potozenie czastki — podanie
Y ¢ wspotrzednych czgstki (wektor potozenia)

-

r=@xy)=x-1+y-]

FA = (3, 25) FB — (4‘, 2)

= przemieszczenie (réznica wektorow)

- -
=T — Ty

=l

A

AP =75 —7 =(4—3, 2—25) = (1,—0.5)



Mnozenie wektora przez liczbe

(@]
I
»
Qi

a=la.,a,a,) b =(b,,b,,b,)

b=k-(a,a,a,)=ka,ka, ka,)

lloczyn wektora @ przez liczbe k daje nowy wektor o wartosci liczbowej k
razy powiekszonej i o zwrocie zgodnym lub przeciwnym wzgledem wektora a

F=m-d8 m=2kg F=b-v bz—;kg/s

o
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Mnozenie wektorow

* loczyn skalarny

jest wielkoscig skalarng rowng iloczynowi modutu jednego wektora i

sktadowej drugiego wektora w kierunku pierwszego z nich

Jesli znamy wspotrzedne
d-b=abcos¢ Wektor_c’)w to ilogzyn skalarny
rowny jest sumie iloczynow
odpowiednich sktadowych

acos¢  p g-b=ab,+ab,+a,b,
y
Obliczy¢ kat pomiedzy wektorami: a=(0,2) b =(1,1) 2
1
Cos¢:axbx+aybyzo'1+2'1: 1 _v2 4.7
a-b Z'ﬁ \E 2 4
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Mnozenie wektorow

* loczyn wektorowy
C=dxb

jest to wektor ¢ prostopadty do ptaszczyzny
w ktorej lezg d i b, 0 zwrocie wyznaczony
przez regute prawej dtoni i dlugosci rowne;
c = absing

skierowany a
do nas
¢

—

b

wektor C prostopadty do ekranu i
skierowany w gfab

C

b)

W. Moebs, S. J. Ling, J. Sanny, Fizyka dla
szkdt wyzszych, t.1, openstax, Polska, 2018

dxb=-bxg



Wyznaczanie iloczynu wektorowego

C=dxb
Gxb= (a b,—b,a,)i+ N c, =(ab,-b,a,)
+(a,b a,)/ + dxb=a, a, a, ¢, =(a,b, -b,a,)
+(ax 2 b, y)/2 b, by b, ¢ :(axby_bxay)
5 a=(L20 Gxb=(2-0-0-0) +
il b=(0,0 +(0-1-0-2)/ +
b +(1-0-1-2)k

wektor ¢ prostopadty do ekranu
i skierowany w gtgb powierzchni c=dxb=(0,0-2)



Przyktady iloczynow wektorow w fizyce

- praca sity F W = F - AF
= strumien pola E d=FE. §
- moment sity F M=FxF

= predkosc¢ w ruchu - o .
obrotowym o czestosci w V=wXr




Pochodna funkcji

Zatozmy, ze mamy dang funkcje y = f(x) oraz argument x w otoczeniu
ktdrego funkcja jest okreslona

= Pochodna funkcji okresla nieskonczenie matg zmiane funkcji w odniesieniu
do jej zmiennej:
,  ylx+Ax) —y(x) dy  przy zmniejszaniu sie Ax iloraz dgzy do
y'(x) = Alm Ax = dx granicy, ktorg nazywamy pochodng

Pochodna jest miarg szybkosci (tempa) zmiany funkcji wzgledem zmian je;
argumentow

Geometrycznie pochodna wyznacza styczng do funkcji w danym punkcie

Funkcje i zmienne (argumenty) mogg oznaczac rozne wielkosci i mogg byc¢
opisywane réznymi symbolami

dy df(x)
dx dx
natomiast gdy x = f(t) to pochodng oznaczamy: dx  df(¢)

dt dt

!/

y

np. gdy y = f(x) to pochodng oznaczamy

X 19



Pochodna - graficznie

Funkcja f(t) - x = 2t? pochodna x’ =4t [x(1) = 4]
Ax; 30 At=01s Ax, 041
A_tl_?_lo Ax =2-1,12 -2 = 0,41 At, 01
34 - |
327 Ax, 16 /
30 + F = 7 =8 //
4 2

- w X(1)=tga="2=4 _
24Ax3_6_6 t a4
21 At; 1 ~
20 | | 7
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Roéwnanie stycznej w punkcie t = 1 jest postaci x = 4t - 2

AX,



Pochodna funkcji

Funkcja Pochodna
f(x) F'(x)
stata 0
X" nx"-1
sin(x) CcoS(X)
cOoS(X) - Sin(X)
e ae
In(X) 1/x

Wiasciwosci pochodne;:
(ax)'=ax’
(X+y)=x+y’
(X-y)=xX"-y+x-y’
(X/y)'= (X"y-x-y')ly?

Pochodna funkcji ztozonej
dy(x(t)) dy dx
dt  dx dt




Pochodna czgstkowa

Jezeli badana funkcja zalezy od kilku (np. dwdch) zmiennych f(x,y) to
mozemy okresli¢ szybkos¢ zmiany tej funkcji wzgledem zmiany kazdego
z argumentow (X, y) i nazywamy jg pochodng czgstkowg

of (x, d . .
fx,y) _ f (y = const) pochodna w;gledem zmiennej x
d0x dx przy ustaleniuy

pochodna wzgledem zmiennej y
przy ustaleniu x

of (x,y) _ df

3y & (x = const)

flx,y) =3x + y?

of (x,y) d(Bx+y*) dBx) dy?) _
ox dx  dx + dx

oY) _dGx+y?)
dy dy

3+0=3




Podsumowanie

1. PrzypomnieliSmy operacje prowadzone na wektorach.
2. Wiemy jak opisacC potozenie czgstki za pomocg wektorow.

3. Potrafimy przeksztatcic rownanie wektorowe na rownowazny

uktad rownan odpowiednich wspotrzednych wektorow.
4. Znamy sens fizyczny pochodnej funkciji.

5. Wiemy jaka jest geometryczna interpretacja pochodnej.

23
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